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1 Apresentacao

Ao se conhecer a Teoria de Redes Complexas (TRC) passamos a notar sua ex-
tensa aplicabilidade. As estradas que conectam cidades, as relagoes de amizade
entre pessoas, as interligacoes entre paginas da internet, esses e muitos outros
sao exemplos do cotidiano em que podemos enxergar a idéia bésica que norteia
a construgao de uma rede complexa.

O conjunto de dreas do conhecimento que se utilizam da Teoria de Redes Com-
plexas é grande e heterogéneo. H& pesquisas envolvendo redes complexas em
um leque de campos que vai de Artes a Zoologia, passando por Lingiiistica e
Psicologia. Além de ser particularmente interessante como ciéncia pura, o co-
nhecimento sobre Redes Complexas proporciona uma excelente metodologia as
questoes aplicadas.

O curioso é que, apesar de haver uma enorme contribuigao dos pesquisadores
brasileiros em aplicagoes de redes complexas, pouca atencgao é destinada a teo-
ria, gerando uma lacuna de publicacoes neste sentido. Diante deste panorama,
o presente trabalho se propoe a apresentar a TRC ndo apenas em nivel de di-
vulgacao mas também como uma introdugao aos leitores interessados em geral.

Este conteudo sob este formato serd disponibilizado apenas pela Internet, para
download livre (do arquivo no formato pdf e LaTeX)!.

Com votos de proveitosa leitura;

Os autores.

*e-mail: santoslbl@gmail.com
1Disponivel no repositério 4Shared.



2 Conceitos Preliminares

Nesta secao, apresentaremos alguns fundamentos das Teorias de Grafos, Fisica
Estatistica e Sistemas Complexos.

2.1 Introducao a Teoria dos Grafos

Um grafo é um par G = (V, E) de conjuntos tal que os elementos de V séo
seus vértices e os elementos de F, suas arestas. Neste livro, consideraremos
apenas grafos para os quais a cardinalidade de V' e a de F sao finitas.

Grafos costumam ser representados visualmente da seguinte forma: cada vértice
é indicado por um ponto e cada aresta ¢ indicada por uma linha conectando dois
pontos.

Figura 1: Exemplo de um grafo

Um vértice v é incidente a uma aresta e se v € e. Dois vértices sao ditos
adjacentes se eles sao incidentes a uma mesma aresta. Para cada vértice : € V'
é possivel, portanto, determinar o conjunto 4; C V de seus vértices adjacentes
de acordo com a seguinte equacao:

A; ={jeVl{i,j} € E} (1)

Existem algumas defini¢oes simples que sdo muito importantes para a Teoria
dos Grafos. Enumeraremos algumas delas:

e Um grafo é dito ponderado quando se associa um valor (normalmente,
um ndmero real) a cada uma de suas arestas. Este valor é denominado
comumente de peso da aresta. O grafo representado na Figura 1, por

exemplo, ndo é ponderado: nao hé nenhum valor associado a suas arestas?.

e Um lago é uma aresta que conecta um vértice a si mesmo. Na figura
acima, hd um lago envolvendo o vértice 11.

2Em determinados casos, é conveniente assumir que todas as arestas possuem peso igual a
um ou zero.



e Um grafo possui arestas miiltiplas quando ha pelo menos duas arestas
incidentes a um mesmo par de vértices. Neste caso, o grafo é considerado
um multigrafo. As trés arestas que incidem nos vértices 6 e 8 da Figura
1 indicam que o grafo em questao é um multigrafo.

e Um grafo é dito ser desconexo se hé pelo menos um par de vértices para
o qual, partindo de um deles e atravessando qualquer sequéncia finita de
arestas, nao é possivel atingir o outro. Caso esta propriedade nao valha
para nenhum par de vértices no grafo, ele é conexo. Cada subgrafo conexo
de um grafo ¢ dito ser uma componente. O grafo representado na Figura
1 é desconexo e possui trés componentes.

Um grafo é simples quando nao é um multigrafo, ndo é ponderado e nao possui
lagos. O grafo representado acima, por exemplo, nao é simples. No decorrer
deste artigo, por uma questao de simplicidade, manteremos o enfoque apenas
em grafos simples.

Por fim, introduziremos o conceito de isomorfismo entre grafos; dois gra-
fos G(V,E) e G'(V', E’) sao isomorfos se e somente for possivel obter um a
partir do outro apenas via renumeragao de seus vértices. Mais formalmente,
G(V,E) e G'(V', E') sdo isomorfos se e somente se existir uma fun¢ao bijetora
(isomorfismo) entre V e V' que preserve as relagoes de adjacéncia de G e G'.

Uma rede é um grafo utilizado para a representacao de um sistema complexo,
tipo de sistema que sera definido ainda nesta se¢ao. Por este motivo, no corpo
deste artigo, todas as definigoes que se aplicam a grafos serao, com igual natu-
ralidade, aplicadas a redes.

2.2 Sobre Fisica Estatistica

Em oposicao a visao inerentemente macroscopica da termodinamica, a Fisica
Estatistica trata seus sistemas sob uma perspectiva reducionista, procurando,
por equacgoes matematicas capazes de descrever comportamentos microscépicos,
e via operadores de médias (no dominio do tempo, espago ou freqiiéncia), recu-
perar a fenomenologia macroscépica.

Como exemplo, temos o conceito de temperatura, tomado na Fisica Estatistica
como mensuragao do grau de agitacdo (energia cinética) dos constituintes (mi-
croscépicos) do sistema (macroscépico).

A Fisica Estatistica estd fortemente presente nos fundamentos da Teoria das
Redes Complexas uma vez que, por exemplo, diversas caracteristicas dinamicas
(macroscépicas) de uma rede podem ser descritas tomando como base grandezas
bésicas, como a sua distribuigao de graus (microscépica).

2.3 Sobre Sistemas Complexos

A Teoria de Sistemas Complexos surge no final do século XX se propondo a
tratar de sistemas com algumas caracteristicas especiais:



e grande numero de constituintes que interagem muitas vezes de forma nao-
linear e se relacionam com o meio - tanto influenciando quanto por ele
sendo influenciado;

e invaridncia por escala, ou seja, a presenca de padroes auto-similares (geo-
metria fractal) e/ou auto-afins, e distribuigoes (de freqiiéncia e/ou energia)
obedecendo a leis de poténcia (criticalidade auto-organizada);

e exibicao de propriedades coletivas - logo, dividir o sistema em partes me-
nores para tentar analisd-lo melhor, em alguns casos, nao é apropriado.

A Teoria de Redes Complexas é, hoje, amplamente aplicada tanto & caracte-
rizacdo quanto a modelagem matemaética de Sistemas Complexos. Modelagem,
no contexto deste artigo, deve ser entendido como o processo de simplificagao
de uma realidade fisica, marcado pelo equilibrio entre confiabilidade e operaci-
onalidade. Um modelo deve apresentar o maximo de caracteristicas do sistema,
original, mas nao pode inviabilizar o estudo eficiente de suas propriedades - quer
seja analiticamente, quer seja computacionalmente.

Com o desenvolvimento das ferramentas computacionais e a visivel ruptura dos
limites disciplinares, a Teoria dos Grafos passou a ser cada vez mais utilizada na
modelagem de diversos Sistemas Complexos. Isto se deu no inicio de uma época
de sintese do conhecimento cientifico, ressaltando diversas interconexoes entre
as mais distintas dreas. A medida que a complexidade dos sistemas modelados
crescia (nimero muito grande de constituintes - vértices, e interagoes - arestas),
tornou-se usual utilizar ferramentas da Fisica Estatistica, como invariancia de
escala e auto-similaridade, no estudo dos modelos.

3 Linha do Tempo

Nesta secao, trataremos de marcos no estudo das Redes Complexas cujos pri-
meiros fundamentos coincidem com as origens da Teoria dos Grafos.

1736 - O matematico e fisico suico Leonhard Euler, a um sé tempo, fun-
damentou a Teoria dos Grafos e a Topologia quando respondeu o que hoje é
conhecido como o Problema das Pontes de Konigsberg. O problema colo-
cava em questao a possibilidade de atravessar as sete pontes que separavam os
quatro bairros da cidade prussiana, sem passar duas vezes pela mesma ponte,
como indicado na Figura 2. Euler construiu uma representacao simplificada e
operacional da cidade, na qual os bairros sao vértices e as pontes sao arestas -
ou seja, ele modelou a cidade através de um grafo. O matematico concluiu que,
para qualquer rede de pontes, s6 é possivel fazer um passeio completo, atraves-
sando uma Unica vez cada ponte, se todos os bairros tiverem um ntmero par
de pontes ou se apenas dois bairros tiverem um numero impar de pontes. No
caso de Konigsberg, existem quatro bairros e todos sao ligados por um niimero
impar de pontes. Desta forma, Euler explicou por qué é impossivel atravessar
cada uma das pontes de Konigsberg apenas uma vez, além de ter produzido
uma regra que pode ser aplicada a qualquer rede de pontes em qualquer cidade



do mundo.?

o
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Figura 2: A modelagem matemética de Kaliningrado proposta por Euler

1847 - Estudando circuitos elétricos, o fisico russo Gustav Robert Kirchhoff
iniciou o desenvolvimento da Teoria das Arvores, uma particular e importante
classe de grafos cuja codificacdo?, feita por Priifer, data de 1918. A Teoria
das Arvores prossegue com Cayley (1857), aplicada & Quimica Orgénica, e com

Jordan (1869), de forma puramente matematica®.

1852 - A conjectura das quatro cores, enunciada em 1852 pelo matemaético
inglés Francis Guthrie, diz que todo mapa desenhado no plano, dividido em
um numero qualquer de regioes, pode ser colorido, de forma que regides fron-
teirigas nao recebam a mesma cor, com um minimo de quatro cores. Esta
conjectura foi demonstrada apenas em 1976, com o auxilio de um computador.
O importante conceito de coloragao de um grafo surgiu inspirado nessa conjec-
tura. Kempe (1879) e Tait (1880) tentaram, sem sucesso, provar a conjectura;
Heawood (1890) néo sé demonstrou a falsidade da prova de Kempe, como de-
monstrou a conjectura para cinco cores. Conceitos importantes para a teoria
de grafos surgiram inspirados nesse problema, como os polindmios cromaticos
de Birkhoff (1912), o grafo dual de Whitney (1931), e o teorema que limita o
nimero cromético (menor niimero de cores necessarias a coloragao de um grafo)
de um grafo, devido a Brooks (1941)S.

1859 - O matematico, fisico e astronomo irlandes William Rowan Hamilton
inventou um jogo cujo objetivo era percorrer, uma unica vez, todos os vértices
de um dodecaedro regular. Observe a semelhanca entre este jogo e o classico
problema de Euler, que consistia em percorrer, uma tnica vez, todas as arestas
do grafo que representava Konigsberg e suas pontes. Inspirados nesses trabalhos,
surgiram alguns conceitos simples e importantes para a Teoria dos Grafos: o

ciclo e o caminho euleriano e hamiltoniano”.

3Singh, S.; trad. Calife, J. L.; O Ultimo Teorema de Fermat: a histéria do enigma que
confundiu as maiores mentes do mundo durante 358 anos; Editora Record, Rio de Janeiro,
1998, 22 Edigao

4Processo de obtencio da representacio tinica - cédigo - de um grafo em um determinado
esquema.

5Boaventura Netto, P. O.; Grafos: Teoria, Modelos, Algoritmos; Editora Edgard Bliicher,
Sao Paulo, 2001, 2* Edi¢ao Revista e Ampliada

6idem

7ibid.



1959 - Erdds e Rényi iniciaram o estudo sistemdtico de grafos aleatdrios,
com o propésito de, através de métodos probabilisticos, estudar propriedades
dos grafos em fungao do crescimento de conexoes aleatdrias entre vértices. Um
grafo é dito aleatdrio quando existe uma disposicao desordenada de arestas

conectando os seus vértices®.

1967 - Stanley Milgran, psicélogo social da Universidade de Harvard, promo-
veu um experimento para estudar o chamado Problema do Pequeno Mundo,
para avaliar o grau de ligacao entre pessoas. O experimento consistia em pe-
dir a individuos de algumas cidades que enviassem cartas a conhecidos, com o
objetivo de chegar a determinados residentes em Boston. A partir deste expe-
rimento, surgiu o conceito de seis graus de separacao entre pessoas, mostrando
que hé uma probabilidade alta de que individuos desconhecidos possuam amigos

em comum?.

1998 - Duncan J. Watts e Steven Strogatz desenvolveram um algoritmo ba-
seado em grafos aleatérios para estudar o Problema do Pequeno Mundo de
maneira mais geral, procurando assemelhar a rede criada a estrutura encon-
trada em interagoes sociais. Neste modelo, é possivel obter redes de pequeno
mundo ajustando o nivel de aleatoriedade com que sao reconectados os vértices
da rede regular original. Com o maximo de aleatoriedade, obtém-se uma rede

aleatérialf.

1999 -  Albert-Lész16 Barabasi e Réka Albert publicaram um artigo propondo
um modelo genérico para construir redes que se assemelham a estrutura encon-
trada em redes genéticas, ou redes de internet. Tais redes foram chamadas de
redes livres de escala. Neste modelo, uma rede original aleatéria, com pou-
cos vértices, é expandida continuamente pela adigao de novos vértices, que sao

ligados preferencialmente a vértices com maiores niimeros de conexodes'!.

4 Representando Redes através de Matrizes

Para representar uma rede matematicamente, utilizamos formalismos aplicados
a Teoria dos Grafos. Nesta secdo, discutiremos dois tipos de matrizes utilizados
nesta tarefa: a matriz de adjacéncia e a matriz de vizinhanca. A primeira
delas é bastante comum na literatura de Teoria dos Grafos e a segunda, apresen-
tada pela primeira vez em um artigo'? de 2008, possui algumas caracteristicas

8Erdss, P., Rényi, A.; On Random Graphs. I.; Publicationes Mathematicae 6: 290-297,
1959

9Travers, J., Milgram, S.; An Experimental Study of the Small World Problem; Sociometry,
Vol. 32, No. 4, pp. 425-443, 1969

10Watts, D.J., Strogatz, S.H.; Collective dynamics of ’small-world’ networks; Nature 393
(6684): 409-10, 1998, doi:10.1038/30918

11 Barabési, A. L., Albert, R; Emergence of scaling in random networks; Science, 286:509-
512, October 15, 1999

12 Andrade, R. F. S., Miranda, J. G. V., Pinho, S. T. R., Lobéo, T. P.; Characterization of
complex networks by higher order neighborhood properties; European Physical Journal B, v.
61, p. 247-256, 2008



que fazem dela uma representacao bastante util para redes.

4.1 A Matriz de Adjacéncia

A matriz de adjacéncia guarda informagao sobre todas as relagoes de adjacéncia
de uma rede. Se ela possui n vértices, sua matriz de adjacéncia M,, , é cons-
truida da seguinte forma:

1, se ha uma aresta entre os vértices 7 e j do grafo

M = 0, caso contrario @)
12345
1 01100
2 Lol 00
= 411010
4. 0Jl.01
o 00010

Figura 3: A matriz de adjacéncia de um grafo G

4.2 A Matriz de Vizinhanga

Para definir a matriz de vizinhanga, é preciso compreender a construgao das ma-
trizes de adjacéncia de ordem superior ou, simplesmente, M Lsreferencia
fesc. Para isto, é importante que o leitor domine o conceito de distancia, oriundo
da Teoria dos Grafos!'?

Quando dois vértices i e j sao adjacentes, temos que sua distancia d obedece a
seguinte equacao:

di, j) =1 3)

Esta caracteristica pode ser visualizada através da matriz de adjacéncia. Mas,
para esta mesma matriz, nao é tao facil visualizar a distancia entre vértices
nao-adjacentes. Uma solucao para este problema pode ser apresentada através
do conceito de adjacéncia de ordem superior'*. Este conceito estende a idéia de
adjacéncia para quaisquer dois vértices 7,7 cuja distancia esteja entre zero e o
diametro da rede. Dada uma rede de n vértices e didmetro m, a construcao de
qualquer ML, ,,, 0 < L <m, obedece a seguinte equagao:

13 Apresentamos este conceito na secio Conceitos Preliminares, subsecio Introducéo a
Teoria dos Grafos.
14 Andrade, R. F. S. et al; op. cit.; Eur. Phys. J. B, v. 61, p. 247-256, 2008



MLy, - {1, sed(i,j)=1L (4)

0, caso contrério

Se a distancia entre dois vértices 4,5 for infinita, temos que:

ML;; =0V L (5)

Com este conceito bem estabelecido, é trivial definir a matriz de vizinhanga V,, ,,
de uma rede com n vértices e didmetro m:

Vij=> LML;;. (6)
L=0

A matriz de vizinhanga condensa a informagao contida nas M Ls, ao tempo em
que o fator L explicita a ordem de vizinhanca em V,, ,,, facilitando a visualizacao
e estudo de propriedades associadas a distancia entre vértices em uma rede.
Esta matriz nao aumenta o poder de representacao da matriz de adjacéncia,
mas simplifica consideravelmente o calculo e a interpretacao de diversos indices
caracterizadores das Redes Complexas.

|

LN L N
L N = = (D
N et (O et
I e B
— = LI R e
O = MWL LA

Figura 4: A matriz de vizinhanga de um grafo G

Dada uma rede com seus vértices ja enumerados, hd uma e somente uma ma-
triz de adjacéncia que a representa. Em contrapartida, dada uma matriz de
adjacéncia, hd uma e somente uma familia de grafos isomorfos que traduzem



fielmente sua informagao, uma vez que podemos enumerar os n vértices de um
grafo de n! formas distintas.

5 Indices Basicos

Mensurar grandezas é tarefa fundamental a um sistema formal de estudo. Nesta
secao, portanto, discutiremos alguns dos indices bésicos a andlise de uma rede.

5.1 Tamanho e Ordem

Seja G(V, E) um grafo. A ordem de G ¢é a cardinalidade de seu conjunto de
vértices V' e seu tamanho ¢ a cardinalidade de seu conjunto de arestas E.

Grafo G

Figura 5: Grafo G com ordem e tamanho igual a 5

5.2 Grau de um Vértice, Grau Médio de um Grafo e Dis-
tribuicao de Graus

Seja ¢ um vértice qualquer de um grafo G. O grau de i, k;, é definido como
a cardinalidade do conjunto de todos os vértices adjacentes a ¢. Tomemos, por
exemplo, o vértice 3 do grafo da Figura 5. Seu grau é 3, pois ele estd ligado a 3
vértices: 1,2 e 4. O grau médio < k > de G é a média aritmética dos graus de
cada vértice. O grau médio de G é < k > = 10/5= 2. Fazendo um histograma
dos possiveis graus k encontrados em um grafo, temos a sua distribuicao de
graus. Além disso, podemos definir o indice py como a probabilidade de um
vértice, escolhido aleatoriamente em um grafo, ter grau igual a k. A distribuigao
de graus é uma propriedade estatistica, utilizada para caracterizar Redes Com-
plexas.

5.3 Coeficiente de Aglomeragcao de um Vértice, Coefici-
ente de Aglomeracao Médio

Seja i um vértice qualquer de uma rede A. O coeficiente de aglomeragao de
i é a probabilidade de que os vértices pertencentes a A; sejam adjacentes entre



si. Podemos calcular seu coeficiente de aglomeracao a partir da igualdade

Qni

Ci= leo(k; — 1)

(7)

sendo n; o nimero de arestas entre seus adjacentes e k; o grau do vértice.

O coeficiente de aglomeracao médio de A é a média aritmética dos coeficientes de
aglomeragao de cada vértice. O coeficiente de aglomeracao do grafo G (Figura
5), por exemplo, é 0.467.

5.4 Caminho Minimo Médio de um Vértice, Caminho Minimo
Médio e Diametro de um Grafo

Um caminho entre dois vértices i e j de um grafo G é uma sequéncia de k
vértices vy, ..., v tal que

o v =1ievy=];
e existe uma aresta entre o vértice v; e o vértice vj11, 1 <1< k;

e nao ha repeticao de vértices nesta sequéncia, nem de arestas entre estes
vértices.

O comprimento de um caminho entre dois vértices ¢ e j equivale ao nimero
de arestas que conectam todos vértices pertencentes a este caminho. A distancia
entre dois vértices 7 e j é o comprimento do menor caminho entre estes vértices
- ou seja, é o comprimento associado & menor sequéncia de vértices entre 7 e j.

Neste artigo, toda vez que discutirmos alguma nogao relacionada a caminho
entre vértices, estaremos nos referindo a seu comprimento - um ntimero - e nao
a uma sequéncia bem definida de vértices.

Seja i um vértice qualquer de um grafo G. O caminho minimo médio de i
é a razdo entre sua distancia em relacdo a todos os outros vértices de G'° e seu
grau. O caminho minimo médio de G, por sua vez, é a média aritmética
dos caminhos minimos médios de cada um de seus vértices. Para o grafo G da
figura acima, o caminho minimo médio é 4.13.

6 Classificacao e Modelos de Geracao

As Redes Complexas podem ser classificadas tomando como objeto de ob-
servacao as suas propriedades estatisticas, destacando-se entre elas a distribuigao
de graus e o coeficiente de aglomeracao. Os tipos de redes mais encontrados em
trabalhos sobre Redes Complexas sao:

e redes regulares;

e redes aleatérias;

15Estamos considerando a distancia entre dois vértices pertencentes a componentes distintas
como zero.
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e redes livres de escala;
e redes de pequeno mundo;

e redes hierarquicas e modulares.

6.1 Redes Regulares

Em redes regulares, todos os vértices apresentam o mesmo grau. Devido a
facilidades operacionais, redes regulares sao fundamentais ao estudo de diversos
sistemas. No contexto da Fisica, por exemplo, modelos atomicos sao estudados
através de redes regulares.

6.2 Redes Aleatérias

As redes aleatérias sao geradas a partir de ligagoes aleatorias entre os vértices
de um conjunto. Em outras palavras, dado um conjunto de vértices, é atribuida,
para cada um de seus elementos, igual probabilidade de que ele se conecte com
outro elemento qualquer deste conjunto.

Podemos construir uma rede aleatéria com n vértices e m arestas a partir da
seguinte relacao entre estes valores:

nn—1)

- (5)

m=p

Na equacgao acima, p é a probabilidade de haver uma aresta entre quaisquer n

n(n —1)
2

rede simples com n vértices.

vértices da rede. A fragéo indica o niimero méximo de arestas em uma

Redes aleatérias apresentam uma distribuicao de graus caracteristica: a distri-
buigao de Poisson (normal - gaussiana), com grau médio dado por p(n —1). O
coeficiente de aglomeracao médio é dado por p e, portanto, independe de n.

Dois dos mais importantes pesquisadores que trabalharam com redes aleatorias
foram Erdés e Rényi.

6.3 Redes Livres de Escala

Na geracao de uma rede livre de escala, a cada passo, surgem arestas conectando
os vértices que, no momento, apresentam os maiores graus. Por este motivo,
a distribuicao de graus de uma rede livre de escala segue uma lei de poténcia
na qual poucos vértices possuem altos graus'® e a maioria dos vértices apresen-
tam graus baixos. O modelo de Barabasi e Albert é um dos mais usados para
gerar redes livres de escala. A idéia fundamental é o crescimento da rede via
o principio da ligacao preferencial: quao maior o grau de um vértice i, maior
a probabilidade de que a cardinalidade de A; aumente na préxima iteracao do

16Em uma rede livre de escala, poucos vértices possuem altos graus, mas em maior quanti-
dade do que em redes aleatorias.
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Figura 6: Erdos (1913 - 1996) e Rényi (1921 - 1970)

processo de crescimento. A rede é gerada a partir de um nimero pequeno de
vértices iniciais e, a cada passo de tempo, sao acrescentados novos vértices e
arestas, definidos a partir de regras como:

k
e p(k) = sendo p a probabilidade de surgir uma aresta e k o grau de

XK
determinado vértice;
e n =t+ mt, sendo n o numero de vértices apdés um numero t de passos de
tempo e mt o atual nimero de arestas.

Um processo de ataque em uma rede consiste na remocao de um vértice de
alto grau. Em contrapartida, uma falha é uma remocao indiscriminada de um
vértice da rede. Uma nogao muito discutida, e importante, sobre redes livre
de escala é sua tolerancia a falhas. Isto implica que remogoes aleatdrias de
vértices da rede atingem, em grande parte das vezes, vértices de baixo grau,
pois eles s@o maioria. Com isto, considerando o grau de um vértice como uma
medida da sua informagao, ha baixa probabilidade de uma grande perda de
informagao em processos de falha em uma rede livre de escala. Por outro lado,
este tipo de rede é extremamente sensivel a ataques'”.

6.4 Redes de Pequeno Mundo

Como indicado na Linha do Tempo, Stanley Milgran realizou um experimento
no qual aproximadamente cento e cingiienta familias em Omaha, Nebraska e
Wichita, Kansas deveriam entregar correspondéncias a pessoas alvo em Boston,
utilizando apenas seus amigos. Cada envelope continha:

e Nome, endereco e alguns dados pessoais da pessoa alvo;

17Redes aleatérias, por sua vez, sdo sensiveis a falhas e tolerantes a ataques.
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Figura 7: Barabdsi e Albert

e um conjunto de regras instruindo a pessoa intermediaria que o recebeu
sobre como proceder, podendo ser assim resumido: se vocé nao conhece
diretamente a pessoa alvo, repasse este envelope para um amigo que vocé
conhece pessoalmente e que, provavelmente, a conheca;

e cada pessoa que recebesse este envelope deveria escrever seu nome nele,
pois desta forma estaria evitando que uma mesma pessoa o recebesse no-
vamente.

Inicialmente, Milgran e seus colegas acreditavam que as correspondéncias che-
gariam ao seu destino em torno de cem passos aproximadamente. Ao término
do experimento, no entanto, os resultados mostravam que o transito das corres-
pondéncias levavam entre cinco e seis passos em média e, assim, surgiu o conceito
de seis graus de separagao, que comprova que pessoas aparentemente sem
relagao alguma tém uma grande probabilidade de possuirem, em algum grau,
amigos em comum que as aproximem.

Watts e Strogatz, em 1998, propuseram um algoritmo baseado em redes aleatérias,
no qual buscavam mimetizar a topologia de interacoes sociais em um modelo
abstrato para tentar estudar este mesmo problema de uma maneira mais geral.
O fruto desse algoritmo sao as redes de pequeno mundo, que possuem compor-
tamento e caracteristicas entre os apresentados por uma rede aleatéria e uma
rede regular. Redes de pequeno mundo apresentam coeficiente de aglomeragao
médio maior e minimo caminho médio menor que uma rede aleatéria de mesmo
nimero de vértices e arestas.

Redes de pequeno mundo podem ser geradas por uma aplicacao que retire co-
nexoes de uma rede regular e promova reconexdes ou, simplesmente, acrescente
ligagoes entre os vértices. No caso da promogao de reconexoes, se reconecta com
probabilidade p, aleatoriamente, uma rede com n vértices de grau k'®. Assim,
temos uma rede regular para p = 0 e uma aleatoéria para p = 1. Para valores
intermedidrios de p, obtemos redes de pequeno mundo.

Pode-se tomar o conceito de rede de pequeno mundo como passivel de genera-
lizagao a um efeito dinamico de pequeno mundo: situagao de crescimento

pxnxk

18Neste caso, o ntimero de reconexdes é igual a 2
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Figura 8: Watts e Strogatz

do coeficiente de aglomeragao médio e descrescimento do minimo caminho médio
em uma rede.

Regular Small-world Aleatoria

p=0 - » p=1
aumentando a aleatoriedade

Figura 9: Gerando uma rede de pequeno mundo a partir de uma rede regular

6.5 Redes Modulares e Hierarquicas

A caracteristica mais importante de uma rede hierdrquica é a relagdo de lei
de poténcia entre o coeficiente de aglomeracdo de um vértice e seu grau. A
arquitetura hierarquica implica que vértices distantes sao partes de areas de alta
algomeracdo e que a comunicacio'® entre estas areas, as quais serdo chamadas
de agora em diante de médulos, € feita por um pequeno ntmero de vértices.

Mais formalmente, um mdédulo pode ser assim definido: dado um grafo G(V, E)
e um conjunto S C V', dizemos que S se trata de um moédulo se e somente se
o numero de arestas entre os vértices de S for muito maior do que o niimero
de arestas que ligam os vértices de S a vértices de V' \ S. Néo hd, entretanto,
uma razao critica entre estes nimeros de arestas que determine se um conjunto
S de vértices é ou nao um modulo; logo, definir se um rede é ou nao modular
depende muito dos objetivos da modelagem matematica em questao.

Dado um sistema complexo em que uma grandeza y varie em lei de poténcia
frente a uma grandeza x

19A comunicagédo entre dois vértices, neste caso, deve ser compreendida como um caminho
que os conecte.
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temos que a é o expoente caracteristico desta relagao. Como estamos diante de
uma lei de poténcia, a é uma informagao relevante para compreender como y

depende da ordem do sistema??.

Uma rede é dita hierdrquica se e somente se seu coeficiente de aglomeragao
< C > variar em lei de poténcia com o grau < K >. Portanto, modularidade
nao implica em hierarquia. Em uma rede modular nao hierdrquica, os médulos
estao relativamente isolados do resto da rede.

Atente ao fato de que redes hierdrquicas e redes livres de escala sdo concei-
tos independentes: a primeira apresenta relacao de lei de poténcia quanto ao
coeficiente de aglomeragao; a segunda, quanto ao grau.

6.5.1 Outra Maneira de Definir Hierarquia: a Rede Hierarquica do
Diamante (RHD)

A RHD é um tipo de rede bastante utilizado na Fisica Estatistica, especialmente
como substrato a construgao de modelos de spins. E fundamental ressaltar que
o conceito de hierarquia na RHD ¢ distinto do adotado anteriormente. As regras
de formagao da RHD podem ser assim resumidas:

e A principio, a rede possui dois vértices (sitio raiz) ligados por uma aresta;

e substitui-se a aresta original por quatro novas, formando um losango com
os dois vértices originais e dois vértices novos;

e repete-se o passo anterior um determinado nimero de vezes.

Figura 10: Construcao iterativa da RHD

. . . 2 .
Apés t iteragoes, a RHD possuird n = = x (2 + 4%) vértices e m = 4¢ arestas.
A maior parte dos vértices, gerados na ultima iteragao, possuird apenas dois
vértices adjacentes; alguns poucos, os iniciais, possuirdo grau 2¢; os demais
vértices apresentarao um grau entre estes dois extremos.

20A ordem do sistema serd denotada pelo niimero de elementos que o constituem. Esta
definigao é andloga & apresentada na segdo 5.1 deste texto.
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Na figura abaixo, mostramos trés tipos de redes: aleatéria (A), livre de escala
néo hierdrquica (B), livre de escala hierdrquica (C); bem como uma configuragao
padrao da rede (a), a distribui¢ao de graus (b), e a distribui¢do do coeficiente
de aglomeragao (c).

Aa Ba
Ab Bhb Cb
: 101
402
04 e
< =
&c = g [ :J):-
20014 i
00001 107
fire
Kk i 10 400 4000 100 100 1,000 10,000
P X
Ac Be Cc i
J _ =
g g 2
o S g
K K log &

Figura 11: Comparagao entre as redes aleatérias, livre de escala nao hierdrquica,
e livre de escala hierdrquica

Muitas dessas classificagoes nao sao excludentes. Como exemplo, temos as redes
Apolonianas, que apresentam distribuicdo de graus em lei de poténcia, baixo
minimo caminho médio e alto coeficiente de aglomeragao quando comparadas
com redes aleatdrias de mesma ordem, e relacdo de escala entre o coeficiente de
aglomeracao e o grau de cada vértice. Logo, estas redes sao, simultaneamente,
livres de escala, de pequeno mundo e hierdrquicas.

7 Aspectos Computacionais e Algoritmos

Nesta secao, trataremos de algoritmos para armazenar redes complexas e calcu-
lar os indices béasicos apresentados anteriormente.

7.1 Representando um grafo em uma matriz de adjacéncia
Para representar um grafo através de uma matriz de adjacéncia?', é preciso
conhecer de antemao a cardinalidade do conjunto de vértices do grafo, denotada
por n. Uma matriz A, ,, em seguida, deve ser alocada na memdria principal.
A alocagao desta matriz pode ser estética, sendo pré-definida por n. Caso

21 Markenzon, Lilian; Representacdes Computacionais de Grafos; Sdo Carlos, SP; SBMAC,
2006.
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n se altere durante o processamento do grafo, é possivel utilizar uma matriz
alocada dinamicamente, para que nao haja perda de informagao sobre os vértices
ou mesmo desperdicio de espaco. Basicamente, cada campo A; ; dessa matriz
é assumido inicialmente como nulo, caso nao haja uma aresta conectando os
vértices 7 e j, ou com um, se essa aresta existe. Como os possiveis valores iniciais
de A, , sdo apenas dois, utilizar um tnico bit para cada campo é suficiente.
Isso, inclusive, proporciona uma grande economia de espaco em meméria. O
acesso a memoria bit a bit, entretanto, ainda nao é suportado de maneira muito
confortavel pela maioria das linguagens de programacao. Por este motivo, esta
representacao nao ¢ tao comum e, na pratica, A; ; é normalmente representada
como uma matriz de inteiros ou booleanos.

7.2 Matriz de Vizinhanca

A matriz de vizinhanga V,, ,, pode ser alocada em meméria principal da mesma
forma que a matriz de adjacéncia. Como ela é uma combinagao linear de varias
M Ls, a sua inicializagdo é menos trivial. Apresentaremos um algoritmo que
inicializa V,, ,, a partir de M; - ou seja, a partir da matriz de adjacéncia A, ;.

Neste algoritmo, geramos indutivamente M, a partir de M,_,,2 <p <ded
o diametro da rede, e de uma matriz que armazena a soma de todas as My,
1 <k <p-—1. A esta ultima matriz, daremos o nome de MS. MS deve ser
inicializada também com a matriz de adjacéncia.

Para gerar M), fazemos:

1 for i +— 1 ton do

2 for j — 1 ton do

3 if MSi)j =1 then

4 | Mpi; <0

5 else

6 if MS; ; =0 then

7 for Kk — 1 to n do
8 if Mp—1;,, =1 e Mp—1;; =1 then
9 | Mp;; — 1;
10 end
11 end
12 end
13 end
14 end
15 end

Algoritmo 1: Geracao indutiva da matriz de vizinhanca.

Se os vértices ¢ e j sdo adjacentes para alguma M,_;, eles ndo podem ser
adjacentes para a M, pois hd um nimero de arestas menor que p os conectando.
Isto justifica as linhas 3 e 4 do algoritmo, que utilizam a informacao armazenada
pela M S. A linha 5 indica que um outro procedimento deve ser tomado, uma vez
que ainda nao se determinou a ordem da adjacéncia entre i e j. O restante das
linhas determina se os vértices adjacentes a ¢ em M,_; sao adjacentes a j nesta
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mesma matriz, uma vez que i e j, de acordo com M S, nao foram adjacentes até
a ordem avaliada.

Finalmente, com todas as M L, determinadas até o diametro, podemos gerar
Vin através de uma combinagao linear entre elas.

7.3 Grau e Grau Médio de um Grafo

Para determinar o grau de cada um dos n vértices de uma matriz de adjacéncia
A, n armazenada na mémoria, devemos consultar cada uma de suas linhas,
somando o conteudo de cada um de seus campos. Para o processamento de
cada linha, obteremos o grau de um unico vértice - ou seja, para armazenar a
informagao de n graus, devemos utilizar um vetor de tamanho n, GR. Abaixo,
um algoritmo simples para obtencao dos graus de um grafo.

1 for i +— 1 ton do

2 GR; — 0;

3 for j — 1 ton do

4 ‘ GRZ — GRZ +Ai,j;
5 end

6 end

Algoritmo 2: Obtencao dos graus de todos os vértices de um grafo.

Este algoritmo funciona para grafos conexos e desconexos.

Para calcular o grau médio < k > do grafo, a fim de criar uma visao global da
estrutura, devemos fazer uma média aritmética de todos os valores do vetor.

7.4 Coeficiente de Aglomeracao

O coeficiente de aglomeragao mede a probabilidade de que, dados trés vértices
de um grafo G, u, v e w, tais que haja uma aresta entre u e v e uma aresta
entre u e w, haja uma aresta entre v e w. Ou seja, este coeficiente analisa
a probabilidade de que, dado um vértice u de G, vértices distintos adjacentes
a u sejam adjacentes entre si. Daremos a esta situacdo o nome de situagao
tridngulo.

Para definir computacionalmente o coeficiente de aglomeragao de um vértice
i, visitamos a i-ésima linha da matriz de adjacéncia A, ,,??, calcular seu grau
e armazenar a informacao de quais sao seus vértices adjacentes. Em seguida,
calcula-se o niimero maximo de situacoes tridngulo nos quais ¢ pode estar en-
volvido. Este niimero, que serd chamado de CT;, pode ser obtido da seguinte
forma:

2

CT; —

22Para todos os algoritmos, consideramos que os vértices estdo enumerados de modo que a
i-ésima linha das matrizes de adjacéncia e vizinhanga armazenem informacao sobre o i-ésimo
vértice
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A divisao por dois é feita para que se elimine a contagem repetida de arestas.

Em seguida, caso CT; seja diferente de zero, ou seja, ¢ pode participar de pelo
menos uma situacao triangulo, fazemos:

CL; — 0;
for j — 1 ton do
if Ai,j =1 then
for k +— 1 ton do
if Ajp=1eA;r=1then
end
end
end
end
11 CL; « %
Algoritmo 3: Contabilizando situagoes triangulo envolvendo todos os
vértices de um grafo.

© 00 N O oA W N
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o

As linhas de 2 a 6 do algoritmo acima acumulam em C'L; o nimero de vezes em
que, para todo j adjacente a i, j é adjacente a um k que também é adjacente
a 1. Este ntmero, entretanto, precisa ser dividido por dois por contabilizar
situagoes equivalentes duas vezes (linha 11). Com isto, C'L; passa a armazenar
a quantidade de situagoes triangulo das quais i realmente faz parte.

Finalmente, o coeficiente de aglomeragdo C'A; de i é calculado como a relacao
entre as situagoes triangulo efetivamente encontradas e a totalidade de situagoes
triangulo possiveis para i:

CL;
CAZ — CT;

Para cada vértice i de G, calculamos C' A;. Caso CT; seja igual a zero, CA; deve
ser definido como zero. Estas informacgoes sao particulares, de modo que, para
representar o grafo G globalmente, calculamos o coeficiente de aglomeragao C'A
de G:

oA 2G4

n

7.5 Caminho Minimo Médio de um Vértice

A idéia de caminho minimo médio estd intimamente relacionada com os con-
ceitos de matriz de vizinhanca e de grau. Para a especificacao do algoritmo,
utilizaremos a matriz de vizinhanga V;, ,, e o vetor de graus GR definidos nas
subsecoes anteriores. Armazenaremos o caminho minimo médio de cada vértice
i de um grafo G em um vetor de tamanho n, ao qual daremos o nome de
CMM. O algoritmo abaixo utiliza estas estruturas para calcular o caminho
minimo médio de todos os n vértices de G.

Para o algoritmo acima, estamos considerando que o o grafo G é conexo. Isto
implica, em particular, que GR; # 0 para qualquer vértice i de G. Se G for
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1 for i« 1tondo

2 CMM,; — 0;

3 for j — 1 ton do

4 | CMM; — CMM; + V, j;
5 end

6 CMM,; — CgR]t[i;

7 end

Algoritmo 4: Calculo do minimo caminho médio de todos os vértices de
um grafo.

desconexo, podemos aplicar este mesmo algoritmo para cada uma de suas com-
ponentes conexas com mais de um vértice separadamente. Se a componente
possuir apenas um vértice, ela é constituida de um tinico vértice isolado e,
portanto, nao faz sentido calcular o caminho minimo médio deste vértice.

8 Algumas Ferramentas

Discutiremos brevemente nesta secdo algumas ferramentas tuteis ao estudo de
Redes Complexas. Trataremos entao, essencialmente, de

e um poderoso software de visualizacdo de redes - o Pajek?? ;

e uma forma alternativa de visualizacao da matriz de vizinhanca - a matriz
de cores .

8.1 O Pajek

O Pajek?* é um programa destinado a andlise e visualizacio de redes, especial-
mente 1util quando ela possui um grande nimero de vértices.

O Pajek é capaz de gerar a representacao grafica de uma rede a partir de um
arquivo que contenha sua matriz de adjacéncia ou sua relagao de arestas. Ini-
cialmente, ele apresenta os vértices na tela, mantendo no centro os de maiores
graus e, na periferia, os de menores graus. Todavia, é possivel mové-los na
tela, ou mesmo atribuir uma localizagao fixa para um determinado ntmero de
vértices, a depender da necessidade do usuério. Com este software, também é
possivel colorir vértices e arestas da rede e exportar a imagem para diversos
formatos de arquivo.

8.2 A Matriz de Cores

De posse da matriz de vizinhanga de uma rede, podemos utilizar um software
de plotagem para visualizd-la a partir de uma representagao via cores ou tons

23Batagelj, Vladimir e Mrvar, Anderj; Universidade de Ljubljana, Eslovénia;
http://vlado.fif.uni-1j.si/pub/networks/pajek/.
21 A palavra Pajek, em Esloveno, significa aranha.
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de cinza. Cada numero, ou faixa de nimeros, é representado com uma cor ou
tom diferente, com frequéncia correlacionada ao nimero. Exibimos na figura
abaixo uma rede e sua respectiva matriz de cores.

Figura 9. Matriz de cores do grafo G

Figura 12: A matriz de cores de uma rede complexa de pequeno porte
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