CAPITULO 2
CONCEITOS FUNDAMENTAIS
2.1 MODELAGEM POR TECNICAS DA GEOESTATISTICA

A geoestatistica se constitui de um conjunto de ferramentas, deterministicas e
estatisticas, que foram desenvolvidas para o entendimento e modelagem da

variabilidade espacial de atributos ambientais.

Dentro desse conjunto de ferramentas, existem técnicas de inferéncia conhecidas por
krigeagem, que partem do paradigma de que qualquer valor z, ndo amostrado, ¢
caracterizado como uma variavel aleatoria Z (Deutsch e Journel, 1998). Desta forma,
dentro de uma regido A da superficie terrestre, para cada posi¢ao u € A, o valor do

atributo ambiental z(u) ¢ modelado como uma variavel aleatoria Z(u) (Felgueiras et al.,

1999).

Esta variavel aleatoria Z(u) pode assumir diferentes valores para o atributo e, cada um
deles, com uma probabilidade de ocorréncia associada. Nas posigdes amostradas uy,
o=1,2,...,n, os valores z(u,) sdo considerados deterministicos ou, ainda, podem ser
considerados variaveis aleatorias cujo valor medido tem uma probabilidade de 100% de
ocorrer. J4 nas posicdes ndo amostradas, a incerteza associada aos valores z(u) ¢
modelada pela funcdo de distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatoria Z(u)

(Felgueiras, 1999).

Segundo Deutsch e Journel (1998), a funcdo de distribuicdo de probabilidade

acumulada, fdpa, ¢ definida como:

F(u; z) = Prob {Z(u) < z}.

Quando a fdpa ¢ especifica para um particular conjunto de informagdes, consistindo de
n valores vizinhos, a fdpa ¢ dita condicionada a » e, portanto, a funcdo de distribui¢ao

de probabilidade acumulada condicionada, fdpac, ¢ definida como:
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F(u, z | (1)) = Prob {Z(u) <z | (n)}.

Se a variavel aleatdria Z(u) for uma variavel categérica que pode assumir qualquer um

dos K valores, k=1, ..., K, a notagao da fdpc ¢:
F(u; k| (n)) = Prob{Z(u) =k | (n)}.

Uma distribui¢do de probabilidade pode ser determinada por dois caminhos, um
paramétrico e outro ndo paramétrico. Enquanto naquele se estabelece um modelo de
distribuicao a priori, que € completamente determinado por um conjunto limitado de
parametros, neste estima-se um conjunto de valores que representam uma aproximacao
discretizada do modelo de distribuicdo. E a partir destes modelos, estabelecidos a priori
ou estimados a posteriori, que sdo inferidos os valores dos atributos em posi¢des nao

conhecidas e a incerteza sobre os valores inferidos (Felgueiras, 1999).

Segundo o mesmo autor, os estimadores de krigeagem linear, ou simplesmente
krigeagem, podem ser usados para a inferéncia dos parametros média e variancia de um
modelo de distribuicdo de probabilidade gaussiano. Estes pardmetros correspondem,
respectivamente, aos valores estimados nas posigdes ndo amostradas e a variancia do

erro de estimacao.

Entretanto, alerta o autor, a modelagem por krigeagem linear possui algumas restri¢des,
correspondentes a) ao fato de apenas modelar atributos de natureza numérica, b) a
grande dificuldade para verificacdo da hipdtese de distribuicdo multigaussiana dos
atributos, e c) ao fato de que a estimativa da variancia de krigeagem, que € totalmente

condicionada ao tipo de estimador utilizado, ser independente dos valores dos atributos.

Diante deste cenario, uma alternativa ¢ a modelagem por procedimentos ndo lineares da
geoestatistica, como exemplo a krigeagem por indicacdo, uma técnica nao paramétrica
que permite a construcdo de uma aproximagdo discretizada da distribuicdo de
probabilidade do atributo, da qual sdo estimados os valores ndao amostrados e as

incertezas associadas.
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Com esta estimativa direta da distribui¢cdo, independente de um estimador, as incertezas
condicionam-se apenas ao comportamento de variabilidade do atributo. E importante
observar que, além da possibilidade de modelar atributos de natureza numérica, pode-se

modelar atributos de natureza categorica.

Em seguida, serao apresentados e formalizados os procedimentos de krigeagem por
indicacdo e algumas formas de propagacdo das incertezas estimadas nestes
procedimentos. Para uma maior organizagdo, a apresentagao foi dividida em duas:

krigeagem por indicacdo para atributos numéricos e para atributos categoricos.

2.1.1 KRIGEAGEM POR INDICACAO APLICADA A DADOS DE NATUREZA
NUMERICA

Segundo Felgueiras (1999), a krigeagem por indicagdo ¢ uma técnica de estimagao nao
linear, que corresponde a uma krigeagem linear aplicada sobre um conjunto amostral,

cujos valores foram modificados por uma codificag¢do por indicagao.

Esta codificacdao por indicagdo ¢ uma transformac¢do nao linear, que para um conjunto
amostral Z(u=u,), dado um valor de corte z;, gera um conjunto amostral por indicagao

I(u=ug; zx), do tipo:
I(u; zp) =1, se Z(u) < z;
I(u; z;) = 0, se z(u) > z;.

O conjunto amostral por indicacao ¢ usado para a inferéncia das varidveis aleatorias por
indicagdo I(u; z;) nas posi¢des ndo amostradas. Assim, a esperanca condicional da

varidvel aleatdria numérica por indicagdo ¢ determinada por:
E{l(u; z) | (m))} =1 * Prob{I(u; z;) = 1| (n)} + 0 * Prob{I(u; z;) =0 | (n)} =
1* Prob{I(u; ) = 1| (n)} = F (w; 20) | ().

Da equagdo acima, verifica-se que a esperanca condicional de I(u; z;) fornece, para o

valor de corte z = z;, uma estimativa da fun¢do de distribuicdo de probabilidade
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acumulada condicionada F*(u; z¢|(n)) para atributos numéricos. Este resultado ¢
extremamente importante, porque a esperanga condicional E{I(u; z)|(n))} pode ser
estimada por algoritmos de krigeagem, como a krigeagem por indicagdo ordinéria, e,
desta forma, podem ser estimados valores da fdpac de Z(u) para varios valores de corte,
possibilitando a construcao de uma aproximacao discretizada da fdpac de Z(u). Quanto

maior o conjunto de valores de corte, melhor seré esta aproximagao.

Alguns valores caracteristicos da distribui¢do de probabilidade, como valor médio e
variancia, podem ser estimados diretamente dos valores discretizados, enquanto outros,
como a mediana e quantis, dependem de uma funcao de ajuste para a distribui¢ao. Serdo
mostrados aqui, apenas os estimadores do valor médio e da variancia, pois eles sdo

aplicados na metodologia do estudo de caso.

O valor esperado |1.(u) de uma variavel aleatoria, pode ser estimado por:

Elz@)=[" z- flwz| (== z-dF(u;z|(n))

e a partir de K valores de corte, pode ser estimado pela aproximagao:

p.)= [z dF(uz|(n)= [:Zj;z'k [P (w2, 1 ()= F7 (w52, 1 ()}

* - . R
onde os valores das F (u; z|(n)), k = 1, 2, ..., K, sd3o os valores estimados das fdpc’s
acumuladas para cada valor z; do atributo, z, = Zuin, Zk+1 = Zmax, Z %k = (2 + zr.1)/2, F(u;

zo|(n)) = 0 e F(u; zg4,|(n)) = 1.
Da mesma forma, a varidncia (6°)*(u) de uma variavel aleatoria, pode ser estimada por:

K+1

@) @)= - . @F dF sz | ()= Y[z~ @F [F" (w2, 1) - F* sz, | (1)

k=1

A partir destas métricas podem ser estimados intervalos de confianga, que sdao a forma
mais comum de expressar incertezas. Tem-se um intervalo de confianca quando hd uma
probabilidade de um valor desconhecido estar entre um valor minimo e um valor

maximo, por exemplo, um intervalo de 95% de probabilidade do valor estimado para a
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média 1 de uma distribuicdo gaussiana estar entre os valores L + 26, onde G € o desvio

padrdo da distribuicao.

Um cuidado que se deve ter com os resultados obtidos dos procedimentos de krigeagem
por indicagdo ¢ quanto aos desvios de relagao de ordem. Eles ocorrem porque em cada
valor de corte os pesos de estimagdo da krigeagem sdo Unicos, ou seja, nao sao usados
0os mesmos pesos para todos os valores de corte e, ainda, porque a krigeagem nao

garante que todos os pesos sejam positivos.

Assim, para atributos numéricos, podem ocorrer dois problemas com os valores
inferidos de probabilidade acumulada. O primeiro, ¢ que podem ser inferidos valores
menores que 0 e maiores que 1, e o segundo, ¢ que o valor estimado para um valor de
corte z;, pode vir a ser maior que o valor estimado para um valor de corte z;, quando z; <

z (Felgueiras, 1999).

A solugao para o primeiro problema ¢ um ajuste dos valores estimados para as bordas,
mapeando os valores negativos para 0 e os valores maiores que 1 para 1. Ja para o
segundo problema ha varias solugdes, e uma delas ¢ a constru¢cdo de uma fdpac maxima

e uma minima, em fun¢do da fdpac estimada, e obter uma média entre elas.

A construcao da funcdo maxima parte do valor estimado para o primeiro corte zx,e segue
a seguinte regra: o valor do corte seguinte z;.;, deve ser maior ou igual ao valor do corte
zr. Se o valor do corte z;+; for menor, ele € ignorado, e para este corte ¢ atribuido o valor
correspondente ao corte z;, € assim, sucessivamente, até a construcdo da fungdo

maxima.

Para a constru¢do da fun¢do minima, a regra ¢ inversa e parte do valor do ultimo corte,
sendo que o valor do corte anterior deve ser menor ou igual ao valor do corte que esta
sendo considerado (Deutsch e Journel, 1998). A Figura 2.1 ilustra este procedimento de

corregao.
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Correcao do desvio de relacao de ordem

Probabilidade acumulada

—&@— fdpac estimadas fdpac maxima
fdpac minima —>¢— fdpac média

Fig. 2.1 — Tlustracdo da corre¢do do desvio de relagdo de ordem, na modelagem de
atributos numéricos, utilizando krigeagem por indicagao

FONTE: Adaptada de Deutsch e Journel, 1998.

2.1.2 KRIGEAGEM POR INDICACAO APLICADA A DADOS DE NATUREZA
CATEGORICA

Todo o processo de krigeagem por indicacdo para atributos categoricos ¢ semelhante ao
processo aplicado para atributos numéricos. Basicamente, a diferenca fica por conta da
codificagao por indicagdo, que gera conjuntos amostrais por indicagdo, pelos seguintes

critérios (Felgueira, 1999):
I(u; zx) =1, se Z(u) =z
I(u; zx) = 0, se Z(u) # z

onde os valores de corte z, kK = 1, ..., K, correspondem as K classes que pertencem ao

dominio da fung¢do aleatoria Z(u).

A esperanca condicional da variavel aleatoria por indicacdo categdrica, inferida por
procedimentos de krigeagem, permite a estimativa de valores da func¢do de densidade de
probabilidade condicionada, para todas as classes z;. Desta forma, em cada localiza¢ao

u, ¢ inferido um valor de probabilidade p(u) para cada uma das classes z;.
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Partindo das probabilidades pi(u), a estimativa do valor ndo amostrado da variavel
aleatoria categorica Z(u) pode ser obtida pelo estimador de moda, o qual atribui para
cada posi¢do u a classe de maior probabilidade (Soares, 1992 citado por Felgueiras,

1999), ou seja:
Zw)=zisepu)>pw)Vi=1,.,Kek#i

A incerteza associada a esse valor estimado, pode ser inferida por uma medida chamada
de incerteza pela moda, que corresponde a probabilidade de ndo ser atribuida, para a
posicdo u, a classe de maior probabilidade pi(u) (Felgueiras, 1999), e pode ser estimada

por:
Inc(u) = 1 — py(u)

Quanto aos desvios de relagao de ordem, para o caso categdrico, também existem dois
problemas que devem ser verificados. O primeiro ¢ a estimativa de valores de
probabilidade fora do intervalo [0, 1]. A solu¢do ¢ o mesmo mapeamento para as bordas
apresentado no caso numérico. O segundo problema ¢ a somatdria dos valores de
probabilidade inferidos para as K classes ser diferente de 1. Neste caso, uma solugdo ¢
aplicar uma fungdo linear que transforme os valores de probabilidade inferidos em

valores de probabilidade cuja a soma total seja 1 (Deutsch e Journel, 1998).

2.2 PROPAGACAO DAS INCERTEZAS ASSOCIADAS AOS ATRIBUTOS
NUMERICOS

A propagacao de incertezas em SIG corresponde ao tratamento das incertezas
associadas aos dados de entrada, quando estes sdo submetidos a operagdes de analise
espacial. Em outras palavras, pode-se dizer que uma representacdo de saida U()
originada de um processo de analise espacial, corresponde as representagoes de entrada

b;i(") e suas incertezas Vj('), manipuladas pelas operagdes g(’), ou seja (Heuvelink, 1998):

U0 =g([b:i() + V1Ol ... [bu() + VD).
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Quando as representacdes b;i(") sdo representagdes de atributos numéricos, as operagoes
g(') correspondem a operagdes locais e as incertezas Vj(') sao expressas em funcao da
varidncia dos atributos numéricos, o mesmo autor apresenta quatro métodos de
propagacgdo de incertezas, que sdo: método de Taylor de primeira ordem, método de
Taylor de segunda ordem, método de Rosenblueth ¢ método de simulacdo de Monte

Carlo.

O método de Taylor de primeira ordem, que foi o método aplicado no estudo de caso,
consiste de uma expansdo das séries de Taylor de primeira ordem centrada no vetor b,
que ¢ um vetor de valores médios de n varidveis aleatérias Z;, i = 1, ... n. A expansao

pode ser escrita como (Heuvelink, 1998 e Heuvelink et al., 1989):

i=1

U=g(z)= g(b)+i{(2i —-b, {gz—g (b)}+ residuo

1

supondo que o termo de residuo possa ser desconsiderado, o valor médio [ e a varidncia

o de U séo obtidos por:

= eb1-r] - S -0 Z o st

i=1

onde ©; e 0; sdo respectivamente os valores de desvio padrdo das varidveis aleatorias Z;

e Z; e, T; € o coeficiente de correlacdo destas mesmas varidveis.

34



Partindo das equagdes acima, verifica-se que U depende apenas das representagdes b; e
que a variancia de U, além de depender das correlacdes e desvios padrdes das varidveis
aleatorias Z;, depende também, das primeiras derivadas de g(), o que impde, para que
esse método de propagagdo possa ser aplicado, o uso de operagdes diferencidveis de

analise espacial.

2.3 PROPAGACAO DAS INCERTEZAS ASSOCIADAS AOS ATRIBUTOS
CATEGORICOS

A propagacao de incertezas de representacdes de atributos categdricos parte da mesma
idéia da propagagdo de incertezas de representacdes de atributos numéricos. A Unica
diferenca, que na verdade ndo diz respeito diretamente a propagagdo, ¢ a limitacdo de
funcdes de analise espacial aplicadas as representacdes categoricas. Isto ocorre
principalmente com as func¢des de integragdo, que se restringem aos operadores logicos

da Algebra Booleana, como os operadores “AND”, “OR” ¢ “XOR”.

Na literatura foi encontrado apenas um meio de propagacdo de incertezas de atributos
categoricos, que ¢ pela aplicacdo da teoria de probabilidade. Esta forma de propagacao
foi proposta por Newcomer e Szagin (1984), citado por Walsh et al. (1987) e Lanter e
Veregin (1992), para a propagacdo de medidas globais de incerteza, que normalmente

correspondem a probabilidade de classificagdo correta das representacdes categodricas.

Os procedimentos da krigeagem por indicagdo para atributos categoéricos permitem a
estimativa de medidas pontuais de incertezas, que também sdo probabilidades, mas com
o significado inverso das medidas globais, ou seja, correspondem a probabilidade de
classificagdo incorreta. Neste caso, o meio de propagacao proposto ndo pode ser usado
na integra, necessitando de adaptagdes. Assim, toda a formulagdo apresentada em
seguida, ¢ a formulagdo proposta para a propagacdo das medidas globais, porém,

adaptada neste estudo.

A aplicagdo da teoria de probabilidade depende do operador 16gico usado na integracao.

Se for usado o operador “AND”, que corresponde a uma operagao de intersecao de dois
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eventos, a incerteza propagada ¢ estimada pela probabilidade de ndo ocorrer esta

interse¢ado, ou seja:

Inc=P(ANB)=1-P(ANB)=1—(P(A)-P(B/ 4))

onde P(A) ¢ a probabilidade de ocorrer o evento A e P(B/A) é a probabilidade

condicional de ocorrer B, dado que est4 ocorrendo A.

Se os eventos A e B forem independentes, o fato de ocorrer A nao indica nada a respeito
da ocorréncia de B, entao P(B/A) = P(B) (Meyer, 1983). A incerteza propagada passa a

ser estimada por:

Inc=P(A4nB)=1-P(4n B)=1-(P(4)- P(B))

Para verificar a independéncia entre os eventos existe um teste estatistico, cuja hipotese
nula ¢ a igualdade entre a probabilidade de interse¢ao dos eventos e o produto das
probabilidades individuais destes eventos. A estimativa da estatistica do teste parte das
probabilidades marginais dos eventos, as quais podem ser estimadas das proprias
amostras. Assim, supondo que serd verificada a independéncia entre A ¢ B (Freitas,

1998):

A Amostras
P]] P12 P],' P]* A nao A
B | Py P« B ni np N
nao B nyy nao nox*
Pi] Pl] Pi« nxy n+) n
Ps | Po | ... | Py

as probabilidades marginais, p; € p+, podem ser estimadas por:

n.,

N Ny LN
Py = € p*,’ -
n ' n

Destas probabilidades marginais, podem ser estimadas as probabilidades p;;, e delas, Ej;:

A

Py =P Poy e Ey=pyon
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A estatistica do teste corresponde a:

que segue uma distribuicao xz, com ((L — 1) * (C - 1)) graus de liberdade.
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