1 Algoritmos Geomeétricos
em SIG

Diversas funces de SIG dependem fundamentalmente de resultados obtidos em
algumas disciplinas da mmputacd®, da matematica eda estatistica, entre outras aress.
Espedficamente na mmputac®, as témicas derivadas da aeade bancos de dados $0
espedamente importantes, uma vez que S80 resporsaveis pelos mecanismos de
armazenamento e reauperacd de dados geogréficos. No entanto, como o dferencia do
SIG estda no w0 de informac@® georreferenciada, em geral visualizavel graficamente,
duas outras disciplinas da computac@® adgurem grande importancia nese @ntexto:
processamento dgital de imagens e mmputacd grafica A primeira é ssencial para o
uso de imagens em SIG, em aplicagdes que vao desde aconversdo de dados até o
sensoriamento remoto. A segunda reline & témicas de tratamento e visualizac® de
dados vetoriais, que por sua vez se beneficiam dos avancos obtidos em uma &eade
pesquisas nova, porém importantgeametria computacional

A geometria cmputadonal procura desenvolver e analisar algoritmos e estruturas de
dados para resolver problemas geométricos diversos. Neste particular, tem um pornto
importante de mntato com a &ea de projeto e andlise de dgoritmos, uma vez que
também procura caaderizar a dificuldade de problemas espedficos, determinando a
eficiéncia computadonal dos agoritmos e usando témicas de andlise de complexidade
assntotica [Knut73a]. Existe também uma preocupacéd® em desenvolver solucdes para
problemas classcos de geometria, construindo estruturas mais apropriadas para a
representacé@® geométrica robusta no ambiente mmputadonal, gque tem limitagdes
conhecidas quanto a precisdo numérica e a capacidade de armazenamento de dados.

Os mesmos problemas ocorrem na &eade topdogia, em que se procura desenvolver
solugdes, geramente baseadas em estruturas de dados, para representar as relagdes
espadais que sd0 independentes da geometria, tais como contencdo, adjacécia e
conedividade. Além da caaderizac® e mparacd® das estruturas topdogicas
propriamente ditas, a geometria @mputadonal preocupa-se @m o0s algoritmos
necessrios para mwmpor e manter estas estruturas a partir da geometria basica dos
objetos.

Existe também muito desenvolvimento ma &ea de indexac® espadal para SIG. Séo
algoritmos e estruturas de dados desenvolvidos espedamente para ajilizar a busca e
reauperacd® de dados em bancos de dados geograficos. As estruturas de indexac@®
espacial procuram agilizar a resposta a dois tipos fundamentais de perguntas:

» dada uma regido do espaco, identificar o que esta contido nela;



» dado um ponto, determinar que objetos geograficos o contém.

Com is9, aindexacd espadal € utilizada atodo momento na operacé® de um SIG, em
situagdes corriqueiras como a exeaucéo de um zoom ou a identificac@ de um objeto ma
tela com anouse

As ®g@es Fguintes abordam alguns dos principais algoritmos e estruturas de dados
aplicados freglentemente ean SIG, nas &eas de geometria vetorial, topdogia e
indexacédo espacial.

1.1 Geometria computacional aplicada a SIG

Num sentido amplo, a geometria computadonal compreende o estudo ce dgoritmos
para resolver problemas geométricos em um computador. Nesta se¢cd, cs agoritmos
geométricos utilizados para resolver problemas tipicos de um SIG vetorial serdo
enfatizados, procurando transmitir uma nogéo dos reaursos utili zados pelos sstemas na
solugcéo de problemas geograficos. O enfoque sera 0 de mostrar como os algoritmos
funcionam, indicando também, porém com menor énfase, a sua complexidade.

1.1.1 Defini¢cdes basicas

Em um SIG vetorial, cadaobjeto é mdificado utsando um ou mais pares de mordenadas,
0 que permite determinar sua locdizaca® e goaréncia visual. Adicionalmente, os objetos
sd0 também caraderizados por atributos ndo-espadais, que os descrevem e identificam
univocamente. Este tipo e representac@® ndo € exclusivo do SIG: sistemas CAD e
outros tipos de sistemas graficos também utili zam representagdes vetorias. Isto paque
0 modelo vetorial € bastante intuitivo para engenheiros e projetistas, embora estes nem
sempre utili zem sistemas de @ordenadas gjustados a superficie da Terra para redizar
Seus projetos, pas para estas aplicages um simples sstema de cordenadas cartesianas
é suficiente. Mas 0 uso de vetores em SIG € bem mais ofisticado do g 0 uso em
CAD, pasem gera SIG envdve volumes de dados bem maiores, e @nta @M reaursos
para tratamento de topdogia, associac® de dributos afanuméricos e indexac®
espadal. Por outro lado, Gs vetores que se @nstroi tipicamente en um SIG sdo menos
sofisticados geometricamente que ajueles possveis em um CAD. Enquanto em um
SIG, em gera, se pode genas representar portos e mnjuntos de segmentos de reta, em
um CAD é posdvel ter também circulos, arcos de drculo, e aurvas suavizadas como
spline e Bezier. Além disto, o tratamento da tercera dimensdo em SIG é anda
rudimentar, enquanto s sstemas CAD sdo uilizados para operagdes tridimensionais
bem mais complexas, como modelagem de sélidos.

Para entender melhor a maneira como os SIG tratam a informac@® vetorial, estdo
reladonadas a seguir algumas defini¢des fundamentais [ref. Vetores em G 5. Como na
maioria dos SIG comerciais, as definicdes consideram apenas duas dimensoes.

Ponto: um pontoé um par ordenadg, y)de coordenadas espaciais.

Alguns SIG denominam objetos locdi zados com apenas um porto como simbolos. Isto
se deve a fato de sempre se asciar um simbolo cartografico ao porto, para fins de
apresentacao em tela ou em um mapa.



Reta e segmento de reta: Sejam p; e p, dais portos distintos no dano. A combinagé
linea a.p, +(1-a)p,, once a é qualquer numero red, € uma reta no plano. Quando
0<a <1, se tem unsegmento de retao plano, que tem; e p, comopontos extremos

Esta definicéo € estritamente geométrica, e nos interessa uma definicdo mais aplicada.
Assm, partimos para 0 conceito de linha pdigond, que é omposta por uma seqiéncia
de segmentos de reta. O mais comum, no entanto, € definir a linha poligond através da
sequéncia dos pontos extremos de seus segmentos, ou sejartsms

Linha poligonal: Sgam v,,v,,...,v., n portos no @dano. Segam

S, = VoVy,S, = VY, ..., , =V, V., Uma seqiiéncia de n - 1 segmentos, conedtando
estes portos. Estes ssgmentos formam uma poigond L se, e somente se, (1) a
intersecd de segmentos conseautivos € goenas 0 porto extremo compartilhado pa eles
(i.e, §NS,,=V,), (2 segmentos nd conseautivos ndo se interceptam
(i,e,s ns; =0 paratodoi, j taisque j #i+1), e(3) v, #V,,, ousga a poligond
nao é fechada.

Observe-se, na definicdb adma, a exclusdo da possbhilidade de aito-intersec@®. Os
segmentos que compdem a paligonal sd se tocam nos vértices. Formalmente, pdigonais
gue ndo okedecem a este aitério sdo chamadas poligonais complexas. De modo geral,
os SIG ndo impedem que paligonais complexas fjam criadas; no entanto, dficilmente
este tipo ¢k linha ocorrera na natureza. Além do mais, pdigonais complexas podem
criar dificuldades na definicd da topdogia eem operagdes como a aiac@® de buffers
(ref. Interna)

Poligono:Um poligonoé a regido do plano limitada por uma linha poligonal fechada.

A definicdo adma implica que, apenas invertendo a cndcéo (3) da linha paligonal,
temos um paligono. Assm, também aqui ndo € permitida ainterseca de segmentos fora
dos vértices, e os paligoncs once isto ocorre sdo denominados poligoncs complexos. Os
mesmos comentarios que foram feitos para poligonais valem para os poligonacs.
Observe-se também que o pdigono dvide o pano em duas regides. o interior, que
convencionalmente inclui a fronteira (a poligonal fechada) e o exterior.

Asdm, quando dilizamos a epressio veores, estamos nos referindo a dguma
combinac@® de pontos, pdigonais e paigonos, conforme definidos adma. Combinagbes
porque teoricamente poderiamos utili zar mais de um tipo de primitiva graficana aiacé®
da representacd® de um objeto. Por exemplo, pod-se ter objetos de &ea mais
complexos, formados por um paigono kasico e vérios outros poligoncs contidos no
primeiro, delimitando buaas. Pode-se também ter objetos compostos por mais de um
paligono, como seria necessrio no caso do estado do Pard, que dém da parte
“continental” tem a ilha de Marajé e outras como parte de seu territorio.

1.1.1.1 Classes de vetores

Apesar de estarmos smpre mncebendo representagdes b a forma de portos, linhas e
aress para objetos em SIG, existem algumas variagdes com relac® a alaptacd destas
representagdes a redidade, ou sga, considerando a forma @m que estes objetos



ocorrem na natureza. A opcéo entre as aternativas a seguir é feita nafase de modelagem
conceitual do SIG, e deve ser feita com bastante cuidado.

Objetos de aeapodem ter trés formas diferentes de utili zac&: como oljetos isoladcs,
objetos aninhada ou ohetos adjacentes. O caso de objetos isolados é bastante comum
em SIG urbanas, e ocorre no caso em que 0s objetos da mesma dasse en geral ndo se
tocam. Por exemplo, edificages, piscinas, e mesmo as quadras das apli cagdes cadastrais
ocorrem isoladamente, ndo existindo segmentos paligonais compartilhados entre os
objetos. O caso tipico de objetos aninhados € o de arvas de nivel e todo tipo de
isolinhas, em que se tem linhas que ndo se auzam, e sdo entendidas como estando
“empilhadas’ umas bre & outras. Este cao tem muitas variagdes, pas curvas de nivel
podem ser também representadas como linhas, uma vez que podem permanece abertas
em algumas stuagdes, e também podem ser entendidas como subproduo de modelos
digitais de terreno, que sdo campos. Finalmente, temos objetos adjacentes, e os
exemplos tipicos $0 todas as modalidades de divisdo territorial: bairros, setores
censitarios, municipios e outros. Sdo também exemplos mapas geoldgicos e
pedalogicos, gue representam fendmenos que mbrem toda a &eade interese. Neste
caso, pode-se ter o compartilhamento de fronteiras entre objetos adjacentes, gerando a
necesgdade por estruturas topdaogicas. Estes também s80 os casos em que reaursos de
representacdo de buracos e ilhas sdo mais necessarios.

Também objetos de linha podem ter variadas formas de utili zac&®. Analogamente as
objetos de &ea podk-se ter objetos de linha isolados, em arvore e en rede. Objetos de
linha isolados ocorrem, par exemplo, ra representacé@® de muros e cecas em mapas
urbanos. Objetos de linha organizados em uma avore podem ser encontrados nas
representagdes de rios e seus afluentes, e também em redes de esgotos e drenagem
pluvia. E podem ser organizados em rede, nos casos de redes elétricas, telefonicas, de
agua ou mesmo na malha viaria urbana e nas malhas rodoviaria e ferroviaria.

1.1.1.2 Problemas de nomenclatura

Um problema que dlige atodos os usuérios de SIG € agrande variedade de diferentes
nomenclaturas para dementos vetoriais. A linha paligonal, conforme definida, poce ser
denominada de diversas formas em SIG e CAD: linha pdlilinha arco, link, 1-cdl,
cadeia, e outras. Algumas destas denominagdes incluem consideragdes topddgicas. Por
exemplo, um arco é muitas vezes definido como um elemento que mneda dois nés e
que poce ter ou réo uma direcé, e nd (ou O-cdl) € uma denominacé aternativa para
porto ou simboo. O mesmo ocorre com relacd a poligonas, denominados as vezes
comoareas regidesou ainda2-cells

Quase sempre garecem sutilezas com relac® a definicd que sero espedficamente
ligadas a aspedos da logica de @nstrugédo do software SIG. Um SIG baseado em
topdogia, pa exemplo, define &eas ou regides a partir de seqiéncias de acos, que por
sua vez conedam ndés. Um sistema desktop mappng podera impedir a utilizac@® de
objetos compostos por varios paigoncs. Um SIG baseado em SGBD reladona podera
permitir buracos, mas ndo permitir poligonos externos adicionais.



1.1.1.3 Tipos abstratos para dados vetoriais

Sera goresentada aseguir um breve resumo das definicdes da se¢é anterior, seguida da
a formulacd® de tipos abstratos de dados para supatar os dados vetoriais. Esta
formulacd® serd usada na descricdo de dgoritmos geométricos no restante deste
capitulo.

Ponto: um ponto € um par ordena@lq y)de coordenadas espaciais.

Linha poligonal: Sgam  v,,v,,...,v,., n portos no @dano. Segam

S, =VoVy,S =V,V,,...,S,, =V, ,V,, Uma seqiéncia de n - 1 segmentos, conedando
estes portos. Estes sgmentos formam uma poligond L se, e somente se, (1) a
intersecd de segmentos conseautivos é genas 0 porto extremo compartilhado pa eles
(i,e, §NS,y=V) (2) segmentos ndo conseautivos nd se interceptam
(ile,§ ns; =0 paratodoi, j taisque j#i+1), e(3) v, #V,_,, ousga, a poligona
nao é fechada.

Poligono:Um poligonoé a regido do plano limitada por uma linha poligonal fechada.

Estas trés entidades geométricas basicas podem ser definidas em uma linguagem de
programac@® usando tipos abstratos de dados, conforme gresentado noPrograma 1.1
Essa definicéo inclui tipos abstratos para retangulos e para segmentos, que seréo
bastante Uteis na indexac® espadal e an alguns agoritmos geométricos. Nao foi
definido um tipo abstrato espedfico para poigoncs, uma vez que @rresponce a
poligonais em que 0 primeiro e o Utimo vértices coincidem. Para a poligonais, foi
incluido notipo uma varidvel Retangulo , para amazenar os limites do oljeto em
cada eixo.

! Este retanguo é usualmente denominado retanguo envolvente minimo (REM), e é0o menor retanguo
com lados paralelos aos eixos que contém o objeto em questao.



estrutura Ponto
inicio

inteiro X;
inteiro v;
fim ;

estrutura  Segmento
inicio

Ponto p1,;
Ponto p2;
fim ;

estrutura  Retangulo

inicio
inteiro x1;
inteiro y1;
inteiro X2;
inteiro y2;
fim ;

estrutura  Poligonal
inicio

inteiro  numPontos;
Retangulo retdnguloEnvolventeMinimo;
Pontol[] vertice;

fim ;

Programa 1.1 - Tipos abstratos de dados par®onto , Retangulo ePoligonal

Um grande problema para aimplementac@ de rotinas geométricas esta reladonado com
apredsdo numérica Como se sabe, arepresentacd® de numeros no computador € finita,
uma vez que uma seqiiéncia finita de bits apenas consegue representar uma selecé®
limitada de ndmeros de porto flutuante [Schn97. Esta limitac® em geral ndo é
considerada nos desenvalvimentos tedricos. O fechamento desta lacuna de predséo é
deixado a cago do pogramador, o que wndw a freqlentes problemas numéricos e de
topologia nas aplicacoes reais.

Asdm, em muitas stuagdes, para minimizar o problema de predsdo e melhorar o
desempenho notratamento da geometria, SIG e outros tipos de sistemas optam por
representar coordenadas por meio de varidveis inteiras’. s viabiliza cdculos mais
robustos e predsos, mas em contrapartida garece aposshbili dade de overflow numérico
em determinadas circunstancias. Em SIG, este problematorna-se anda mais complicado
devido aos sstemas de a@ordenadas utili zados mais freqientemente. O sistema UTM
(Universal Transverso de Mercaor), pa exemplo, dvide o globolongitudinamente en
60 fusos. Cada fuso cobre 6 graus de longitude, e éidentificado pa seu meridiano
central. Em cada fuso, un sistema catesiano e @mordenadas € estabeleddo, wsando
metros como urnidades. O eixo y (ou sgja, Norte) tem origem no Equador, e 0 eixo x
(Leste) € pasicionado e modo e a ®ordenada x seja equivalente a500.000metros
sobre 0 meridiano central. As coordenadas y, que no hemisfério sul seriam negativas,
s80 somadas a um fator constante de 10.000.000metros. Assm, coordenadas UTM
podem basicamente variar entre 0 e 1.000.000metros em x, e eitre 0 e 10.000.000

2 Esta opcép também é feita neste trabalho, considerando principamente que é a Hernativa mais usada
pelos SIG comerciais.



metros em y. Para limitar a possbilidade de distorcd na projec@®, no entanto, cs
valoresx variam de fato apenas de 166.667 a 666.667 metros.

Muitos SIG adotam inteiros de 32 hts, sem sinal, para representar coordenadas. Isto
permite valores entre 0 € 4.294.967.295V alores dedmais s80 geralmente representados
pela adocdo de um ndmero fixo de caas dedmais, validos para todas os dados gréficos.
Por exemplo, para representar coordenadas UTM com predsdo de 1 centimetro, pode
ser estabeleddo um “fator de predsdo” de 100. As coordenadas inteiras ndo mais
representam metros, mas centimetros. O SIG asume aresponsabili dade de inserir o
porto dedmal na posicdo correta quando recessario, mas todas os cdculos internos
serdo redizados usando as coordenadas inteiras. Com um fator de 100, adequado para
aplicages urbanas, a faixa de mordenadas efetivamente utili zaveis passa aser de 0 a
42.949.672,95, qu arresponce amais de 40.000 qildmetros — suficiente para dar a
volta ao mundo, e claramente mais do que o0 necessario para representar um fuso UTM.

No entanto, este limite nos forca a prestar atencd a operagdes de multiplicac@®
envolvendo coordenadas, ou \alores derivados. Dependendo dh ordem de grandeza dos
valores a e b, 0 nunerador da Equacd 1.8 poce exceder os limites de representacé. O
valor de a poce se tornar arbitrariamente grande, a medida an que areta se torna mais
verticd. O valor de b também pode ser grande, dependendo do \aor de a e da ordem de
grandeza das coordenadas de um dos porntos extremos. Este problemas poderiam ser
resolvidos com uma mudanca de @xos, mas 0 proces® seria muito complicado,
computadonalmente intensivo e sujeito a eros. Seria também posdvel usar variaveis de
porto flutuante para estas operagdes, mas neste cao estariam sendo introdwzidos erros
de arredondamento e mais esfor¢co computacional.

Um enfoque dternativo € gresentado em [Schn97, onck sdo descritas as bases da
geometria computaciond de predsao (ou resolucao) finita. A idéia bésica onsiste an
apoiar as coordenadas de quaisquer pontos ou \értices em uma malha regular baseada
em valores inteiros. Qualquer porto com coordenadas fradonarias (por exemplo, um
porto de intersec@® entre segmentos) é deslocado para 0 N6 mais proximo desta grade
regular. Este enfoque robustece bastante o tratamento numérico das coordenadas de
portos e vértices, e anda garante mnsisténcia na representaca topddgica No entanto,
ainda nao esta presente em SIG comerciais.

1.1.2 Formulages e algoritmos béasicos

1.1.2.1 Tridngulos e produtos vetoriais

Diversos problemas de geometria @mputadona utilizam resultados bésicos de
problemas mais smples em sua solugép. Alguns destes resultados basicos vém da
andlise geométrica do mais smples dos poligoncs, e 0 Urico que sempre é plano. o
triangulo.

Area. Uma vez que na representac® vetorial se trabalha cm vértices e suas
coordenadas, a formula dementar da geometria para cdculo da aeade um tridngulo (“a
areade um tridngulo é igual a metade do produo entre sua base esua dtura”) ndo é
muito prética Em vez dela, serdo uilizados dois resultados equivalentes da dgebra
linea. O primeiro usa 0 produo de dois vetores, que determina a &ea de um



paralelogramo, o dolo da &eado tridngulo que interessa. Outro método cdcula a dea
diretamente, por meio de um determinante 3x3.

Figura 1.1 - Produto vetorial dos vetoredJ eV, equivalente ao dobro da area do
triangulo ABC

O primeiro método poe ser descrito como se segue. Sgjam U e V vetores. A areado
paralelogramo com lados U e V é |U xV| (Figura 1.1). O produo vetorial pocde ser
calculado a partir do seguinte determinante:

Pk
X0 Yo Zu|=Woz —Z W+ (2% —XZ) T+ (% W — YuX,)K
X, W %

once i',],K s30 vetores unitérios nas diregies x, y e z respedivamente. Como se et

tratando ck vetores bidimensionais, temos z, = z, = 0, e portanto a &eaS dotriangulo é
dada por

- (Xuyv _yuxv)

s 2

Mas, naredidade, U =B - A, eV = C - A. Portanto, a expressso adma pode ser reescrita
como

1
SZE(XAyB —YaXg ¥ YaXe = XaYe + XgYe ~ YeXc) (L1)

A &rea c#culada pela expressio adma sera positiva se os vértices A, B e C formarem
um circuito em sentido anti-horério, e negativa se formarem um circuito no sentido
horario. A area sera exatamente zero se 0s trés vértices estiverem alinhados.



A expressio adma poce ser também obtida quando se cdcula o determinante dos trés
pares de coordenadas, substituindo a coorderaaial :

Xa Ya
1
S= E Xg Ye = E(XAyB ~YaXg T YaXe = Xp Yo T XgYe ~ yBXC) (1-2)
X Ye

Também neste cao a &easerd negativa se aseqiéncia de vertices estiver orientada em
sentido horario, e positiva caso contrario.

O cdculo efetivo da deade um tridngulo, em nimeros reds, desprezando osinal, poce
ser feito usando a funcd areaTriangulo (Programa 1.2). Como pock ser
interessante obter a &eaorientada, ou sgja, com sinal, o Programa 1.2 também inclui a
funcdoareaOrientadaTriangulo.

funcéo &reaOrientadaTriangulo(Ponto A, Ponto B, Ponto C): real

inicio

retorne  ((Ax*C.y - Ay*C.x + Aly*B.x - AX*B.y +
C.x*B.y - C.y*B.x) / 2);

fim ;
funcdo areaTriangulo(Ponto A, Ponto B, Ponto C): real
inicio
retorne  abs (areaOrientadaTriangulo(A, B, C));
fim .

Programa 1.2 - FungbesareaTriangulo eareaOrientadaTriangulo

Coordenadas baricéntricas. Para determinar se um determinado poro pertence ou réo
a um tridngulo, utiliza-se um método baseadaeardenadas baricéntricd&iCa91]

Teorema 1.1 - Sgam p;, P2 € ps portos néo colineares no dano. Entdo cada
ponto p do plano pode ser escrito na forma

P=Ap +A, P, + AP, (13)

onde A1, A e A3 S4o nlmeros reaise A, + A, + A, =1. Os coeficientes A1, A2 e A3
sdo denominadosoordenadas baricéntricds p em relacdo a;pp. € p.

Prova - Com as coordenadas dos pontos p, pi, P2 € ps, € a @uacd
A+ A, +A; =1, constrGi-se um sistema de trés equagdes e trés incognitas para
encontrar as coordenadas baricéntricas:

AX, A%, +HAX, =X,

AY: tAY, +Ay, = Yo
O sistema adma tem por determinante exatamente ajuele gresentado M
Equac® 1.2 e seu valor corresponce & dobro da &eadotriangulo pip2ps. A area

€ ndo-nula, pas pi, P2 € ps Ndo sdo alinhados por hipdtese. Assm, o sistema tem
solucao Unica para caga



Os valores de A1, A2 e Az podem ser obtidos usando a regra de Cramer, e expressos em
termos de &reas de triangulos. Temos, portanto:

_ S(Pp.ps) , _ S(pipRy) , _ S(PP,P)
S(pP,Ps) " 2 S(PPPs)  C S(P.p,Ps)

1

A andlise do sinal das coordenadas baricéntricas indica aregido do pano em que se
encontra p, em relac@® ao triangulo pip2ps (Figura 1.2). Observe-se que, para is, as
areas devem ser orientadas, ou seja, com sinal.

A>0 S /
A,<0 L)
)\3<0 T// )\1>0
~ K )\2<0
Tl / )\3>0
\\‘~\\\ /
\\\~\\ ,/ p1 -
=0 __---T
:’:\:/" A,<0
A>0 Sl ;2:8
A>0 Tl )‘2:0 3
A<0 Ps Tl
3 \\\\~\
- A,<0
-7 p 1
,”” /// ’ )\2>0
-7 K A0
A <0 ///
)\2>0 /
A.<0 /

Figura 1.2 - Sinais das coordenadas baricéntricas

Este resultado leva aimplementac@® de uma funcéo bestante Util, que determina se um
ponto esta contido em um trianguRrggramel.3).

funcdo pontoEmTriangulo(Ponto P,
Ponto P1, Ponto P2, Ponto P3): booleano

inicio
real lambdal, lambda2, lambda3, S;
S = areaOrientadaTriangulo(P1, P2, P3);
lambdal = areaOrientadaTriangulo(P, P2, P3) / S;

lambda2 = areaOrientadaTriangulo(P1, P, P3) / S;
lambda3 = areaOrientadaTriangulo(P1, P2, P) / S;

retorne ((lambdal > 0) e (lambda2 > 0) e (lambda3 > 0))
fim .

Programa 1.3 - FungaopontoEmTriangulo

1.1.2.2 Pontos e segmentos

Schneider [Schn97 define exaustivamente os tipos de situagdes de posicionamento
relativo entre portos e segmentos de reta, pa meio de predicados. Estes predicados
estdo listados ndabelal.le naTabelal.2



Tabelal.1 - Posicionamento relativo de ponto e segmento

8 em(P, AB) Ponto é interior a0 segmento; pontos extremos o
excluidos.
P
A
8 emExtremo(P, AB) Ponto coincide @m um ponto extremo do
segmento
=]
A

Tabela 1.2 - Posicionamento relativo entre dois segmentos

D iguais(AB, CD) Ambos 0s pontos extremos coincidem
B
C/
A
Do seEncontram(AB, CD) Compartilham exatamente um ponto extremo
/x c
A
b s  superpostos(AB, CD) S&o colineares e compartilham um trecho comum
Cc
A
o, alinhados(AB, CD) S&o colineares e ndo tém ponto em comum
Cf
/ |
A
paralelos(AB, CD) Tém a mesma inclinag® e ndo sfo iguais nem
B superpostos
C
seTocam(AB, CD) N&o sio superpostos e um dos pontos extremos de

um segmento pertence ao outro segmento

8 selnterceptam(AB, CD) Té&m um ponto em comum e ndo se econtram nem
¢ se tocam
. s disjuntos(AB, CD) N&o s30 iguais, nem se encontram, nem se tocam,
nem sdo paraelos, nem se interceptam, nem se
superpbem

NN



Adicionamente as predicados listados adma, existe a necessdade de definir uma
Unica funcd, denominada pontolntersecao , que retornara & coordenadas do
ponto de intersecédo (se houver) entre dois segmentos.

A implementac@® dacs predicados depende de fungdes mais basicas. Umadelas, afungéo
para detedar 0 pcsicionamento relativo entre porto e segmento orientado e reta, é
baseada no sinal do poduo vetorial, conforme gresentado M se¢cd® 1.1.2 Por
exemplo, para determinar se 0 porto C estd adireita ou a esquerda do segmento
orientado AB, basta cdcular a &eado tridngulo ACB pela Equacéd® 1.1 Se esta for
positiva, 0 porio C esta a equerda (Figura 1.39); se for negativa, C esta adireita (Figura
1.30). Se a &ea céculada for nula, entdo A, B e C estdo dinhados (Figura 1.3).
Naturamente, para esta e outras aplicages, é desnecessirio cdcular a @ea apenas 0
sinal do produto vetorial interessa.

Figura 1.3 - Posicionamento relativo de ponto e segmento orientado

Umaimplementac® posdvel para este teste esta goresentada no Programa 1.4. Observe-
se que, em comparacd® com a funcdo areaTriangulo , o cdculo da &ea a&ta
incompleto: ndo ha a necessidade de efetuar a divisao por 2.

funcdo lado(Ponto A, Ponto B, Ponto C): inteiro
[* determina se C esta a direita, a esquerda ou alinhado com AB */
[* direita: retorna -1; esquerda: retorna 1; alinhado: retorna 0 */
inicio
inteiro ' S;
S=AX*Cy-Ay*Cx+Ay*B.x-Ax*B.y + Cx*B.y - C.y*B.x;

se (5<0) entdo retorne  -1;
se (5>0) entdo retorne 1 sendo retorne O;

fim .
Programa 1.4 - Funcéaolado

A mesma formulacé vale para determinar a posicéo relativa entre dois vetores U e V.
Se o resultado do poduo vetoria U xV for positivo, entdo o giro de U a 'V é anti-
horario (Figura 1.49); caso contrério, ogiro € no sentido haario (Figura 1.4b). Também
aqui, se o resultado for nulo, significaque os vetores s8o colineaes (Figura 1.4c). Este
resultado € importante para aordenacd de raios no agoritmo de fecho convexo de
Graham[Sedg90](vide secad.l1.6.



A B U Vv

@ uxVv>0 (b)) UxV<o (c)UxVv=0

Figura 1.4 - Posicionamento relativo entre dois vetores

Com afuncéo lado , somada aum teste simples de aincidénciade pontos, denominado
sobre (Programa 1.5, pode-se implementar os dois predicados da Tabela 1.1
(Programa 1.6) e, uilizando estes, pode-se implementar alguns dos predicados
reladonados na Tabela 1.2, como iguais , seEncontram , superpostos ,
alinhados eseTocam (Programal.?).

funcdo sobre(Ponto A, Ponto B): booleano
/* testa se A e B coincidem */
inicio

retorne  ((P.x=A.X) e (Py=Ay));
fim .

Programa 1.5 - Funcaosobre

funcdo em(Ponto P, Ponto A, Ponto B): booleano
/* testa se P esta “dentro” de AB, mas ndo coincide com A ou B */
inicio

se (lado(A, B, P) =0) /* P pertence a reta AB */
entdo inicio

/* se AB ndo for vertical, testar em x; senao, emy */

se (Ax!=B.x)
entdo retorne  (((Ax <P.x) e (P.x < B.x)) ou
((Ax>P.x) e (Px>B.Xx)))
sendo retorne  (((A.y <P.y) e (P.y<B.y)) ou
(Ay=>P.y) e (Py>B.y)));
fim entdo
senéo
retorne  falso ;
fim .
funcé@o extremo(Ponto P, Ponto A, Ponto B): booleano
[* testa se P coincide com um ponto extremo de AB */
inicio
retorne  (sobre(P, A) ou sobre(P, B));
fim .

Programa 1.6 - Funcdes de comparacao entre ponto e segmento



funcdo iguais(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
/* testa se AB e CD séo iguais (coincidentes) */

inicio
retorne  ((sobre(A, C) e sobre(B, D)) ou
(sobre(A, D) e sobre(B, C)));
fim .
funcdo seEncontram(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
/* testa se AB e CD se encontram (um ponto extremo coincidente) */
inicio
se iguais(A, B, C, D) entdo retorne  falso ;
retorne  ((sobre(A, C) e nao em(D, A, B) e nao em(B, C, D)) ou
(sobre(A, D) e nao em(C, A, B) e nao em(B, C, D)) ou
(sobre(B, C) e nao em(D, A, B) e nao em(A, C, D)) ou
(sobre(B, D) e nao em(C, A, B) e nao em(A, C, D));
fim .
funcdo superpostos(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
[* testa se AB e CD séo alinhados e tém um trecho em comum */
inicio
se ((lado(A, B, C) =0) e (lado(A, B, D) = 0))
entdo retorne  (em(C, A, B) ou em(D, A, B) ou
em(A, C, D) ou em(B, C, D));
fim .
funcdo alinhados(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
[* testa se AB e CD séo alinhados e ndo tém um trecho em comum */
inicio
se ((lado(A, B, C) =0) e (lado(A, B, D) = 0))
entdo retorne  ( ndo em(C, A, B) e nao em(D, A, B) e
ndo em(A, C, D) e nao em(B, C, D));
fim .
funcdo seTocam(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
[* testa se AB e CD se tocam */
inicio
se (alinhados(A, B, C, D) ou superpostos(A, B, C, D))
entdo retorne  falso
sendo retorne  (em(C, A, B) ou em(D, A, B) ou
em(A, C, D) ou em(B, C, D));
fim .

Programa 1.7 - Fun¢desguais , seEncontram , superpostos
alinhados eseTocam

No caso do pedicado paralelos , a solucédb mais sSmples consiste en cdcular e
comparar os coeficientes angulares das retas que ntém os fgmentos, tomando
cuidados necessarios para 0 caso Oe retas verticas. Para evitar problemas numéricos,
pode-se usar a formulacdo descrita abaixo.

Para que a ret&B seja paralela a re@D, devemos ter

Ys " Ya _ Yo ™ Yc

Xg = Xp Xp = X




e portanto

(Ve = va) dxo = xc) = (vo = Vo) dxe = x,) =0 (1.4)

Desenvolvendo, temos uma forma mais elegante, e mais frequente na literatura:

Xa (Yo = Ve )+ Xa (Ve = Yo ) + e (Ya = Vo) + %o (Ve — ¥4) =0 (15)

Note-se na Equacd® 1.5 que genas 0 redizadas operagdes de multiplicacd e
subtracad, eliminando a necessdade de testes para ca0s espedais, como retas verticas.
A implementacd da fungZo paralelos  estd no Programa 1.8, E dada preferéncia na
implementacé® a Equacd® 1.4, uma vez que, quando as operagdes de subtrac® sdo
redizadas antes da multiplica¢c®, corre-se menaos risco de overflow. Observe-se 0s
testes de dinhamento, superposicdo e iguadade redizados no inicio da funcéo,
necessirios para diminar as outras trés stuagdes em que o coeficiente angular das retas
também coincide.

funcéo paralelos(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
/* testa se A e B séo paralelos */
inicio
se (alinhados(A, B, C, D) ou
superpostos(A, B, C, D) ou

iguais(A, B, C, D))
entdo retorne  falso

retorne  (((B.y-A.y) * (D.x-C.X) -
. (D.y - C.y) * (B.x - Ax)) =0);
mm .

Programa 1.8 - Funcaoparalelos

Existem diversas maneiras de implementar o predicado selnterceptam . A
aternativa mais conveniente wnsiste an usar um método keseado no poduo vetoria
para detedar a intersecd entre dois egmentos, fazendo o exame dos triangulos que
podem ser formados por quaisquer trés dos quatro portos extremos. Serd utili zada para
isso a funcadado , descrita anteriorment@fogramal.4).

Cuidados espedais deverdo ser tomadaos para garantir que aintersecé é préopria. Se o
porto de intersecd® ndo é pertence apelo menos um dos Lgmentos, diz-se que a
intersec® é impropria (Figura 1.6a). Quando oporto de intersec@® € interior a anbos
0s sgmentos, como ma Figura 1.5, a intersecd® € propria. O conceto de intersecéd
propria en geral ndo inclui 0 caso em que ainterse¢d® ocorre an um dos portos
extremos (Figura 1.6b), que @rresponce a caso dos predicados seTocam e
seEncontram



Figura 1.5 - Intersecao prépria de segmentos

(a) (b)

Figura 1.6 - Intersecao impropria de segmentos

A implementacd doteste de intersec@ entre dois ssgmentos pocde ser dividida en duas
etapas [CLR9(Q]. Inicidmente, é utilizado um teste rapido, para determinar se 0s
retangul os definidos pelos ssgmentos s tocam. Se os reténgulos ndo se tocarem em X ou
emy, os egmentos também ndo terdo intersecd®, mas ndo se pode dirmar o contrério
(Figura 1.7b). Este teste ésemelhante a de interseca propria. Os egmentos AB e CD
poderdose tocarfigural.7a) caso

(x2 > x3) D(x4 > xl) D(y2 > y3) D(y4 > yl)

onde
X, =min(X,,Xg) Xz = min(Xc, Xp)
X, = Max(X,, Xg) X, = Max(Xe,Xp)
Y1 =min(y,,Ys) ys =min(yc,Yp)
Y, =max(Y,, Ye) Yo =max(Ye,Yp)

ou sga P=(x3, y1) € Q= (X, Y2) S0 respedivamente o canto inferior esquerdo e
superior direito do REM de AB, e P' = (X3, y3) € Q = (X4, Y4) S0, anaogamente, os
cantos do REM d€D (Figural.?7).



Figura 1.7 - Interse¢éo de retangulos envolventes minimos

A implementac® deste teste, a funcéo intersecaoRetangulos , esta goresentada
no Programél..9.

funcdo intersecdoRetangulos(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D):
booleano

inicio
Ponto P, Ponto Q, Ponto P1, Ponto Q1;

P.x=min (A.x, B.x);
Py= min(Ay, By);
Q.x= max(A.x, B.x);
Qy= maxA.y,B.y);
P1x= min(C.x, D.x);
PLy= min(C.y, D.y);
Qlx= max(C.x, D.x);
Qly= max(Cy,D.y);

retorne ((Q.x>=P1lx)e (Ql.x>=P.x)e

T (Qy>=Ply)e(QLy>=Py));
fim .

Programa 1.9 - Intersecéo de retangulos envolventes minimos

O segundoestagio consiste an verificar se os sgmentos efetivamente se interceptam.
Isto acorre quando @& portos extremos de um segmento ficam de lados opostos da reta
definida pelo ouro, e viceversa. Os resultados do poduo vetorial tém que ter sinais
opastos (Figura 1.8a). Se goenas um dos produos for nulo, entdo um ponto extremo de
um segmento esta contido ma reta definida pelo ouro (Figura 1.8b). Se anbos os
produos forem nulos, os sgmentos 0 colineaes (Figura 1.8c), com intersecé (a
posshili dade de wlineaidade sem intersecd foi descartada pelo teste dos retangul os).
O teste predsa ser aplicado dues vezes, usando cada segmento como base, ou sgja, ndo
basta verificar se C e D estdo de lados opaostos da reta definida por AB, também é
preciso verificar sé e B estdo de lados opostos da €@



Figura 1.8 - Verificacao de intersecéo

Para implementar este teste, utili za-se o teste de pasicionamento relativo entre porto e
reta (funcdo lado ), gerando o pedicado selnterceptam (Programa 1.10. Nesta
funcdo esta cntida uma dhamada a teste rapido ce intersecd de retangulos, para que
0s produtos vetoriais s sejam calculados caso estritamente necessario.

funcdo selnterceptam(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano
inicio
inteiro  abc, abd, cda, cdb;

se ndo intersecdoRetangulos(A, B, C, D)
entdo retorne  falso ;

abc = lado(A, B, C);
abd = lado(A, B, D);
cda = lado(C, D, A);
cdb = lado(C, D, B);

retorne  ((abc * abd < 0) e (cda * cdb < 0));
fim .

Programa 1.10 - Funcdoselnterceptam

Se, em alguma situacd, o caso Oe intersecd® em um dos portos extremos puder ser
considerado, lesta incluir uma damada & funcbes seEncontram e seTocam,

gerando uma nova fun¢&elnterceptamimprépria (Programal.11).
funcéo selnterceptamimprépria(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D):
booleano
inicio
retorne  (seEncontram(A, B, C, D) ou

seTocam(A, B, C, D) ou

selnterceptam(A, B, C, D));
fim .

Programa 1.11 - Funcéaoselnterceptamimprépria

O predicado restante, disjuntos , € implementado com testes para os demais casos,
chegandoauma @nclusdo pa exclusdo: dois ssgmentos o dguntos ® ndo sdo iguais,
nem se elcontram, nem se tocam, nem sdo paralelos, nem se interceptam, nem se
superpdéemKrogramal.12).



funcdo disjuntos(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D): booleano

inicio
retorne (ndo iguais(A, B, C, D) e

ndo seEncontram(A, B, C, D) e
ndo seTocam(A, B, C, D) e
ndo paralelos(A, B, C, D) e
ndo superpostos(A, B, C, D) e
ndo selnterceptam(A, B, C, D));

fim .

Programa 1.12 - Funcéaodisjuntos

A funcéo selnterceptam serve para determinar, rapidamente e ©om o minimo de
problemas numéricos posdvel, se um par de segmentos tem intersec®, o0 qe €
suficiente an diversas stuagdes. O cdculo das coordenadas deste porto de intersecé
exige um pouco mais de esfor¢o.

A primeira emais 6bvia solucéo € baseada en geometria analitica Dados dois pares de
portos, cada par definindo um segmento no pano, ceve-se deduzir as equagdes das retas
e resolver um sistema de duas equagdes e duas incognitas, cuja solugcéo € o porto de
intersecao.

A formulacé® é aseguinte: ssjam AB e CD das sgmentos de reta quaisquer no dano
(Figural.5). A reta que passa pAre B tem a seguinte equacéo:

y=aXx+Db. (1.6)
Como na ret#&B temos
Y=Y _Ye " Ya
X=X, Xg =X,
entao
%:ﬁ eb =y,—ax,.

O mesmo se aplica a re@d, produzindo

y=a,x+hb,, a.7)
e
Yo ~ Y
a, :XZ—_XZ eb, =y. —a,Xc.

Resolvendo o sistema formado pelas equat@esl.7, temos



_ b2_b1

b -
« = oy = 2% b,a,

(1.8
a~a, a ~a,

A solucédo para o sistema indicao porto de interse¢ca entre & retas AB e CD, que ndo

necessriamente pertence as segmentos AB e CD. Assm, um teste aicional é

necessrio paraverificar se aintersec® é ou réo propria. I1sto pock ser feito verificando

se anbas as coordenadas do porno de interse¢c® P estédo dentro do intervalo formado

pelas coordenadas dos pontos extremos de ambos 0s segmentos, ou seja:

min(XA’XB) S XP S rnaX(XA’XB)e min(yA'yB) S yP S rnax(yA'yB)
e também
min(X.,Xp) < Xp < Max(Xe,Xp) €mn(ye,Yp) < Yp < maX(Ye,Yp) -

E necessrio permitir a ondcao de igualdade, nos testes adma, de modo a @nsiderar o
cas0 de retas verticas ou haizontais. Portanto, para garantir que aintersec@® seja
propria, serd dnda necessrio comparar diretamente o porio de intersec® com 0s
pontos extremos dos segmentos.

Embora aformulac@® adma parecaser uma boa maneira de resolver o problema, alguns
obstaaulos e inconveniéncias persistem. Em primeiro lugar, um programa que
implemente esta formulag® predsa lidar com a possbili dade de se obter zero em um
dos denominadores. Isto poce aontece em trés stuagdes. (1) a reta AB é verticd
(Xa= Xg), (2) areta CD é verticd (Xc= Xp), ou (3) as retas AB e CD sdo pard€elas
(a1= ap). Nos casos (1) e (2), o porto de interse¢d pock ser cdculado de formatrivial,
aplicando a ascissa da reta verticd a equac@® da outrareta. No caso (3) fica daro gque
as retas ndo tém porto de intersecé, e portanto o problema ndo tem solucéo, i.e., ndo
existe pornto de interse¢c®, proprio ouimproprio. Em todcs os casos, no entanto, mas
problemas numéricos ainda podem surgir quando o aénominador € “quase” zero. Lidar
com estas exceges no codigo pock ser problematico, levando ao desenvolvimento de
programas menos robustos.

Uma solugcéd um pouco mais conveniente para o problema usa também a geometria
analitica, mas aplica uma representacd paramétrica para 0s gmentos que evitara &
inconveniéncias listadas adma. Esta formulac® € aseguinte: seja AB um segmento de
reta qualquer no dano. Sga U =B—- A um vetor corresponcente a segmento.
Qualquer porto P ao longo dareta que passapor A e B pock ser obtido a partir da soma
vetorid P(s) = A+sU, onck s € denominado oparametro da equac@®. Mas temos que
P(O)=A,e P() = A+U =B, e éposdve chegar a qualquer porto do segmento AB
variandosentre O e 1.



Analogamente, podke-se representar 0 segmento CD pela expressiio Q(t) = C +tV , once
V =D-C et éo pardmetro. Um porto de intersecd entre AB e CD é ajuele para o
qgual P(s) =Q(t), eportanto A+sU =C+tV. Decompondo @ portos e os vetores em

coordenadas, temos novamente um sistema de duas equagdes e duas incognitasem s et,
cuja solucédo ORou94}

_ XA(yD _yc) +XC(yA - yD) +XD(yC B yA)

denom 19)
t__(XA(yC_yB)+XB(yA_yC)+XC(yB_yA)) .
B denom
onde
denom= XA(yD - yc) + XB(yC - yD) + XC(yA - yB)+ Xp (yB - yA)
As coordenadas do ponto de intersdcgerdo:
% =% s ) (1.10)

Y =Ya +s(yB - yA)
mas a intersecdo somente sera propria sedke 0 ¢t < 1.

Observe-se que o0 valor de denom é guivalente a expressio a esquerda da Equacd® 1.5,
e mais uma vez € mais conveniente implement&la sob a forma da Equacd® 1.4 Se
denom for igua a zero, entdo os Eegmentos 0 paralelos e ndo existe porto de
intersec®. No caso, € mais conveniente cdcular o valor de denom e ndo uilizar a
funcdo paralelas  paradetedar este cao espedal, umavez que denom serd utili zado
no calculo des et.

A implementagé esta no Programa 1.13 A fungéo pontolntersecéo retornara um
valor bodeano, indicando se eiste ou réo 0 poro de intersecd® proprio, enquanto o
ponto propriamente dito, se existir, sera retornado na vatiavel

Em umatentativa de evitar que o cdculo sgjafeito inutiimente, ou sga, para evitar que
um pornto de intersecé improprio sgja cdculado, inseriu-se noinicio dafuncd um teste
preliminar, usando o pedicado selnterceptam . Note-se também que os problemas
numéricos ndo sdo totalmente diminados com estaimplementac®. Ainda eiste o risco,
por exemplo, de se ter um valor de denom exageradamente dto, correspondente a
situac@® em que & retas S0 quese paralelas, podendo gerar impredsdo numeérica no
cdculo de s e t. Faz sentido, potanto, assuumir o custo adicional do teste
selnterceptam , queincorpora o teste simples e seguro de intersecd de retangul os,
para evitar ao maximo situacées numericamente problematicas.



funcdo pontointersegéo(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto D, Ponto I):
booleano
inicio
real s, t, denom;

se néo selnterceptam(A, B, C, D)
entdo retorne falso ;

denom = ((B.y - Aly) * (D.x- C.x) - (D.y - C.y) * (B.x - AX));
se (denom = 0)
entéo retorne  falso

s=(Ax*(D.y-C.y)+
Cx*(Ay-D.y)+
D.x* (C.y - Aly)) / denom;
t=-(Ax*(Cy-B.y)+
Bx*(Ay-Cy)+
C.x*(B.y-A.ly)/denom;

se ((s>0) e(s<1 e (t>0) e(t<1))
entdo inicio
.x=AX+s*(BXx-AX);
Ly=Ay+s*(By-Aly);
retorne  verdadeiro

fim
senao retorne falso

fim .
Programa 1.13 - Funcéopontolntersecéo

1.1.2.3 Robustez numérica das implementacdes

Como j& mencionado, um dos principais problemas que detam os algoritmos
geométricos € arobustez numéricadaimplementacd. Como se sabe, a representacéd de
ndmeros reds em computador € limitada, em termos de predsdo. No entanto, o
desenvalvimento tedrico dcs algoritmos € baseada na hipdtese de que se dispde de
operadores aritméticos com predsdo infinita, ignorando em sua @NcePGao 0s posdve's
erros de arredondamento.

No momento daimplementacd préatica o programador em geral ignora este problema, e
passa a onviver com uma série de problemas que sdo tratados caso a ca&0. IS0 gjuda a
explica parte da instabilidade de cmportamento que infesta os SIG comerciais,
espedamente quando se trata de operagdes ohbre objetos geogréficos vetoriais. A
correc@® destes problemas é feita, em geral, introdwindo “toleréncias’ em lugar de
testes exatos. Por exemplo, a @mparacd® “se denom = 0 " na funcd
pontolntersecao poce ser implementada na prédica ®mo “se denom <  ¢”,
para eitar oveflow numérico na epressio seguinte, e para diminuir provaveis

problemas de arredondamento. Ainda assim, existe davida sobre qual \ealdilidar.

A concepgéo e adescricdp dos agoritmos apresentados na sec@® anterior procurou
evitar a0 maximo pasdveis problemas numéricos. Dentre todas as fungdes apresentadas
na sec® anterior, apenas trés contém riscos relativos a robustez numérica de
implementacé@®: as funcbes lado , paralelos e pontolntersecao Todas as
outras fungbes que poderiam apresentar problemas numéricos, como em
superpostos  ealinhados , utili zam diretamente uma dessas fungdes. O problema



numérico da funcéo lado estd na eatiddo do teste de dinhamento dcs trés portos,
analogo ao cdculo da diferenca entre inclinagdes na funcéo paralelos e a cdculo
de denom em pontolintersecao . Seria posdvel estabeleca uma tolerancia para &
comparagdes nestas stuagdes? No caso de glicages de SIG, a tolerancia predsaria
variar de aordo com o0 sistema de mordenadas e cm a escda da representacé®. Uma
possbilidade também seria a determinac® da tolerdncia por parte do wsuario,
considerando estes fatores, para cada camada de informag&o vetorial.

O’'Rourke [ORou94 observa que aintrodug& generaliizada de tolerancias pode caisar
problemas em outras &reas, como nadetec¢a@ de portos coincidentes (funcéo sobre ), e
sugere que o unico métodoinfalivel de solucéo seria implementar os algoritmos usando
nUmeros radonais, ao preq de tornar 0 codigo excessvamente cwmplexo. Novamente,
0 caminho & solucd mais interessante parece ser o propcsto pela geometria
computadonal de predsdo finita[Schn97, mas ao custo de uma maior complexidade na
implementacéo de funcdes basicas como as de intersecdo entre dois segmentos.

1.1.3 Intersecdo de n segmentos

Informalmente, este problema pode ser enurciado da seguinte maneira: dados n
segmentos de retano dano, ceterminar se existe dguma intersecé entre quaisquer dois
destes ssgmentos. Um problema wrrelato seria: dados n segmentos de reta no dano,
determinar todas as interse¢cdes que ocorram.

A idéia para solucd do pimeiro problema vem da andise de intervalos em uma
dimensdo. Considere-se que, em vez de n segmentos, tenha-se n intervalos entre
numeros reds, do tipo [x, Xg], onte X, < X,. Uma solucd exaustiva seria analisar
todas os n? pares de intervalos existentes, comparandoos ®mpre dois a dais, e
interrompendo o processamento assim que a primeira interse¢ao fosse detectada.

No entanto, uma maneira mais eficiente de resolver o problema € onstruir uma lista
ordenada dos valores extremos dos intervalos, tomando o cuidado de identificalos
como sendo L ou R, de aordo com sua situac@® no intervalo. Assm, ndo havera
interse¢d® alguma entre os intervalos £ e somente se alista ordenada ntiver uma
seqiéncia dternadadeLseRs: L RL R...L RL R Em qualquer outra situacé, pod-se
afirmar que eiste superpasicéo entre dgum par de intervalos (Figura 1.9). Esta solucéo
tem complexidade computadonal da ordem de O(n log n), umavez que édominada pela
ordenacéo dos valores extreniiesSh88]
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Figura 1.9 - Verificagao de intersecado em intervalos na reta

Em duas dimensdes, o problema torna-se um pouco mais complicado, ja que ndo existe
maneira de prodwzir uma ordenacd® adequada para segmentos no gano. A témica
empregada é ¢asdca na geometria cmputadona, e € denominada de varredura do
plano (plane swee). Esta témicafaz uso de duas estruturas de dados bésicas, uma para
registrar a situagéd da linha de varredura (sweep line status), e a outra que registra
eventos ocorridos durante a varredeneett-point schedule

A idéia onsiste an deslocar uma reta verticd pelo conjunto de segmentos, buscando
identificar inversdes na ordem em que estareta encontra dois sgmentos quaisquer. Para
implementar esta idéia, € necessrio definir uma nova relacd® de @mparacd, ca
seguinte forma considere-se dois £gmentos s; € s, no dano, sendo que s néo
intercepta s,. Diz-se que s; € comparavd a s, se, para dguma asciss X, existe uma
linhaverticd que interceptatanto s; quanto s,. Assm, diz-se que s; estaacima de s, em
X se, naquela dsciss, aintersec® dareta mm s, estd aéma da intersec® da reta cm
s,. Estarelac® é denotada como s; >4 S,. Na Figura 1.10 temos as seguintes relagdes: s;
Py Uy E My P P S P S

'

N

N\/X\

Figura 1.10 - Relacdo de ordenacao entre segmentos



Com estarelacé € anstruida uma ordenacé total dos ssgmentos, que muda amedida
em que alinha édeslocada da esquerda para adireita. Ness proces de varredura do
plano, trés coisas podem ocorrer:

* 0 porto extremo a esquerda de um segmento € encontrado; 0 segmento €, patanto,
inserido na ordenacéo;

e 0 porto extremo a direita de um segmento € encontrado; 0 segmento &, patanto,
retirado da ordenacéo;

e um ponto de intersecd entre dois egmentos s; e s, foi encontrado; portanto, s; € S,
trocam de posicao na ordenacéo.

Observe-se que, paraque s; € S; possam trocar de posicéo, € necessrio que exista dgum
X parao qual s; e s, sdo conseautivos na ordenacd. O algoritmo usa este fato, testando
apenas elementos conseautivos, a medida an que noveos eventos vao sendo detedados
conforme descrito acima.

Portanto, € necessario operar duas estruturas de dados no proces. A primeira (sweep
line status) é aresponsavel por manter a ordenacé das intersegdes dos gmentos com a
linha de varredura, e € usuamente implementada cwmo um diciondrio [PrSh88 ou
como uma avore red-black [CLR90]. As operagdes que o swee line status deve
supatar sdo insercéo (insere , complexidade O(log n)), exclusdo (exclui , também
O(log n)), e duas funcBes para determinar qual segmento esté4 imediatamente aéma e
imediatamente aaixo de um segmento dado raordenac® (acima eabaixo , O(1)). A
segunda estrutura de dados (event-point schedule) € resporsavel por manter a sequéncia
das abscissas que serdo andli sadas pela linha de varredura, e éimplementada como uma
fila de prioridades. Deve supatar as classcas operagdes de inclusdo (insere ), retirada
do elemento de mais alta prioridade (min) e uma fungéo que testa apresenca de um
determinado elemento na estruturee(nbro), todas com complexidadglog n).

Inicidmente, as abscissas dos portos extremos dos ssgmentos 0 ordenadas e inseridas
no event-point schedule. Em seguida, as abscissas $0 retiradas a partir da menor, e séo
realizadas as seguintes operacoes:

¢ Se a #&scissa wrresponder a um porto extremo a esquerda de dgum segmento,
inserir o segmento no swee line status. Verificar se existem intersegdes entre este
segmento e 0s egmentos que estdo imediatamente adma e ®aixo dele na linha de
varredura. Caso exista intersec®, a éscissaa do porio de intersecd® deve ser
calculada e inserida revent-point scheduleaso ja ndo pertenca a ele.

» Sefor um porto extremo adireita, excluir o segmento dosweep line status. Verificar
se istem intersegdes entre 0s gmentos que estdo imediatamente acma e #&aixo
dele na linha de varredura. Caso exista interse¢® (que estara necessriamente a
direita do porto extremo), a éscissa do pono de intersecd® deve ser cdculada e
inserida neevent-point scheduleaso j4 ndo pertenca a ele.

* Se for um porto de intersec@® entre dois sgmentos, troca a posicd destes
segmentos no swee line status. Informar a existéncia de um porto de interse¢cd® e
suas coordenadas.



O algoritmo fina estd delineado noPrograma 1.14 Para melhorar a legibili dade, foram
omitidos detalhes da implementac@® e uso das estruturas de dados basicas, como as
listas e a fila de prioridades.

procedimento  intersecdoNSegmentos
inicio
FILA A;
FILA_DE_PRIORIDADES E;
SWEEP_LINE_STATUSL;
Segmento s, s1, s2, s3, s4;
Ponto I;

ordenar os 2N pontos extremos por x e y;
organizar os pontos extremos em uma fila de prioridades E;

A= i ;
enquanto (E!= nil ) faca inicio
p = min(E);
se (p € extremo a esquerda ) entdo inicio
s = segmento do qual p é ponto extremo ;
insere(s, L);
sl = acima(s, L);
s2 = abaixo(s, L);
se (selnterceptam(sl.pl, s1.p2, s.pl, s.p2)) entdo
insere(sl, s, A);
se (selnterceptam(s2.pl, s2.p2, s.pl, s.p2)) entdo
insere(s, s2, A);
fim
sendo inicio
se (p € extremo a direita ) entdo inicio
sl = acima(s, L);
s2 = abaixo(s, L);
se (pontolntersegéo(sl.pl,sl.p2, s2.p1,s2.p2, 1)) entdo
se (I.x>p.x) entdo insere(sl, s2, A);
exclui(s, L);
fim
sendo inicio  /* p é uma intersecado */
sl = segmento que intercepta s2 em p ;
s2 = segmento que intercepta sl em p ;
/* sendo s1 acima de s2 & esquerda de p */
s3 = acima(sl, L);
s4 = abaixo(s2, L);
se (selnterceptam(s3.pl, s3.p2, s2.pl, s2.p2)) entdo
insere(s3, s2, A);
se (selnterceptam(sl.pl, s1.p2, s4.pl, s4.p2)) entdo
insere(sl, s4, A);
trocar s1 e s2 de posicdo em L ;
fim ;
fim ;
[* processamento das intersecdes */
enquanto (A != nil ) faca inicio
retira(s, s1, A);
X = abscissa da intersecdo de s e s1 ;
se (membro(x, E) = FALSO) entdo inicio
saida("Existe inters ecao entre “,s,” e “, sl);
insere(x, E);
fim ;
fim ;
fim ;

fim .

Programa 1.14 - Intersecao entre N segmentos



Com relacd® a complexidade deste dgoritmo, olserva-se que, inicialmente, a operacé®
de ordenac@® consome tempo O(n log n). As operagdes exeautadas a cala pas no
event-point schedule consomem O(log n), corresponcente a pior caso das trés
operagdes mutuamente exclusivas que duam sobre o swee line status. O teste de
intersecd propriamente dito (pontolntersecdo ) é exeatado em tempo constante.
O numero deiteragdes do lago principa é 2n + K, once K € o nimero de intersegdes, o
que rresponck @ nimero de eventos que sdo inseridos no event-point schedule. O
lago mais interno, ck tratamento das intersegdes, poce potencialmente ser exeautado a
cada iteracd® dolag principal, sendo patanto exeautado O(n + K) vezes. Como cada
exeaucd doteste de presencana fila de prioridades é exeautada em tempo logaritmico,

(hij
temos o tempo O(log(n + K)). Mas como K < EQH: O(n?) , entdo o tempo fica sendo

simplesmente O(log(n)). Portanto, o tempo total do lago externo é O((n + K) log n)
[PrsSh88]

Com ligeiras modificagdes, 0 programa agma poce ser modificado para verificar se
existe alguma intersecé® entre os N segmentos. Neste ca0, N80 é necessrio manter a
fila de prioridades, pds a primeira intersec@® detedada interromperd o agoritmo, e o
event-point schedule pode ser implementado como um simples arranjo [CLR90]. Com
is0, a omplexidade computadonal ca para O(n log n), tendo sido demonstrado qie
este resultado € 6tinjBrSha8s]

Em SIG, o agoritmo de detecc® de intersegdes entre n segmentos tem muita utili dade
na deducéo de relagdes topdoégicas (como toca ou cruza), na deteccd de intersegdes
entre poligonais, entre paligonas ou entre paigonais e paigoncs. Também serve para
verifica a qualidade de dados digitali zados, testando se uma dada paligonal ou pdigono
possui auto-intersecdes indesejaveis.

1.1.4 Simplificacao de poligonais

Muitas entidades do mundo red podem ser modeladas como linhas ou, mais
genericamente, pdigonais. Essas entidades 0 freqlentes em bases de dados
geogréficas, once arresponcem tipicamente a ceca de 80% do vdume de dados
vetoriais [McSh927. Sdo usadas para representar feicOes tails como rios, estradas, ruas,
linhas de transmissio e alutoras. Os nomes dados pelos SIG comerciais a esss
entidades, no entanto, variam muito: linha, pdili nha (palyline), line string, arco, 1-cdl,
poligonal, cadeia (chain), e outros [Davi97]. A complexidade das representagdes
lineaes em SIG pocke variar de simples segmentos de reta (dois pares de wordenadas),
como um trecho ce tubudac® de esgoto, até paligonais contendo milhares de pares de
coordenadas, como um rio ou uma curva de nivel.

Os agoritmos que trabalham com pdligonais® sd muito importantes para os SIG, uma
vez que diversas operagdes basicas, freqlentemente repetidas, séo baseadas neles. Em
particular, estamos interessados em estudar problemas reladonados a representacd de
objetos utili zando pdigonais, visando conseguir formas de representac@® mais sSmplese

® Deste ponto em diante, sera utili zado o termo poligond, em lugar de simplesmente linha, para evitar
confusdo com a definicdo geométrica da linha reta (infinita).



compadas a partir de dados mais detalhados. Dentro desse escopo, € necessario levar
em considerac® que uma das caraderisticas da poligona em catografia € o fato de
posalir sempre uma espesadra [Peuc75][Bea9l], o qie adistingue da linha geométrica
ideal.

1.1.4.1 Caracterizacéo do Problema

Linhas pdigonais $o uilizadas em muitas stuagdes para groximar e representar
vetoriamente os limites de objetos complexos encontrados em aplicages de
catografia, SIG, computacd grafica remnhedmento de padrdes e outros [ImIr86]. O
problema de simplificac@® de linhas é particularmente importante en cartografia eSIG,
e € atudado intensivamente desde os ancs 60, quando aorreram as primeiras
experiéncias com 0 uso de instrumentos de transcricéo de mapas para o computador,
como a mesa digitalizadora No proces de digitalizacd® de linhas com esss
instrumentos, freglentemente sdo introdwzidos veértices em exces, vértices que, se
descartados, ndo provocariam uma dteracd visual perceptivel na paligonal. Assm, um
primeiro oljetivo para dgoritmos de smplificac®d de linhas é “limpar”
(significativamente, o verbo uilizado em inglés € weel, “capinar”) a podigona de
portos claramente desnecessirios, do poro de vista de sua visualizac® [Weib95,
mantendo a qualidade de sua aparéncia gréfica.

Outro oljetivo é 0 de gerar uma nova versao dalinha, umaversdo mais adequada para a
representac® do mesmo fendmeno geografico em outra escda, menor que a ecda
original de digitalizac®. Neste cao, estd sendo oliida uma generalizagdo da linha
[McSh92. Em uma extensdo deste enfoque, existe o interessee an organizar os vertices
da poigond de ta forma que sga posdvel prodwzir, dinamicamente, versdes
generalizadas adequadas para uma escda definida no momento da visualizac®
[O0st93][O0Sc95], conseguindo patanto gerar multiplas representagdes geométricas
para 0 mesmo fendmeno sem introdwzir dados redundantes. No entanto, a utili zac& de
métodos e dgoritmos desenvolvidos originamente genas pensando ra reducéo do
ndmero de vértices da linha podem ndo ser adequados para dcanca o oljetivo de
generalizac® [LiOp97, em geral por ndo conseguirem uma boa representacé®
geométric e portanto devem ser analisados cuidadosamente quanto a este aspecto.

Medidas de proximidade. Assm, o poblema de simplificac® de linhas consiste en
obter uma representacd® mais grosseira (formada por menos vértices, e portanto mais
compacta) de uma paigonal a partir de uma representac@® mais refinada, atendendo a
alguma restricéo de groximac@® entre & duas representagdes. Essa restricéo pocde ser
definida de vérias maneiras [McMa86], mas € an geral alguma medida da proximidade
geométrica ettre & podligonais, tais como o maximo deslocamento perpendicular
permitido (Figura 1.11a) ou o minimo deslocamento angular permitido (Figura 1.11b).
NaFigural.11a o wertice 2 sera mantido, umavez que adisténcia entre de e areta que
passa pelos vértices 1 e 3 € superior a permitida. Na Figura 1.11b, o \értice 3 serd

eliminado, uma vez que 0 angulo324 é menor que 0 minimo tolerdvel. Uma dternativa

4 Para auxili ar na manutenc@ doaspedo natural da poligonal, existem enfoques que integram algoritmos
de simplificacdo com algoritmos de suavizagpdoMa89].



mais rara € aarea @tre a poligonais (Figura 1.11c), onck se estabeleceum limite para
ao deslocamento de area.

angulo minimo <

(b)

deslocamento de
area maximo

(c)

Figura 1.11 - Medidas de proximidade para simplificacéo de linhas

Dentre todas as medidas posdveis, amais utili zada € adistancia perpendicular. Este fato
provavelmente deriva de trabalhos antigos, como o e Perkal ([Perk66] apud [Bea91]).
Perkal prop&s o conceto de bandaepsilon como sendo a regido ao redor da paligonal
gue @ntém todcs os portos do dano situados a uma disténcia menor que ou igua a €,
em uma tentativa de smular o comportamento da linha catogréfica que tem largura
definida [Peuc75]. Foi também definido gue uma paigona é e-convexa se todos 0s
portos dela tivesem raio de arvatura superior a €. Caso IS0 ndo ocorra, a banda
epsilon se aiuto-intercepta, indicando perda de legibilidade. Este radocinio valida o
trabalho com distancias perpendiculares, embora nos agoritmos que a utilizam n&o
esteja explicito qualquer testedeonvexidade

O conceto de banda de tolerancia, apoiado nocdculo de distancias perpendiculares, €
utili zado em grande parte dos algoritmos de simplificac® que seréo apresentados a
seguir. Um problema eventualmente @ordado raliteratura é a scolha do pardmetro de
tolerancia €), e sua correlacdo com a escala da representacao simplificada.

Uma regra freglentemente utilizada en catografia é a bamada Lei do Radical
[ToPi66], que determina que o nimero de objetos a serem mantidos em uma operaca®
de generdizac® deve ser propaciond araiz quadrada da mudancade escda. Estaregra
foi deduzida apartir da observacé@d empiricada tendéncia gresentada pel os cartografos
em manter aproximadamente mesma quantidade de objetos em um mapa de
determinada escda. Considerando seu suces® para esta finalidade pratica foi tentada
sua aaptacd para determinar a variac@® da tolerancia en funcé da escda, e para
definir o nimero de segmentos a manter em cada paigonal simplificada. No entanto,

®> Um agoritmo baseado nestes conceitos foi implementado em um software chamado WHIRLPOOL
[Bea9l], mas sua utilizacd® é cmmprometida por sua tendéncia en alterar a topdogia percebida das
poligonais durante o proces® de generalizac®, espedamente nas stuagdes em que canais estreitos e
peninsulas 0 estranguados e “ilhas’ inexistentes sio formadas. Devido a este problema, o algoritmo de
Perkal ndo sera abordado por este trabalho.



seu efeito € inécuo para 0 problema de simplificac@®, pds condw a uma selecé®
aleadria dos objetos e segmentos de poligonal que serdo mantidos, assumindo ge a
paligonal € um conjunto de vértices equiprovaveis [Butt85]. Assm, em generdizac® a
Lei do Radicd continua sendo Uil na determinacd prética de quartos objetos devem
ser mantidos pelo proces de generalizac® — embora ndo permita determinar quas
seriam estes objetos.

Um enfoque mais interessante €o que determina atoleréncia cm base no tamanho do
menor objeto visivel em uma determinada escda[LiOp92. Este tamanho poe ser dado
em termos de uma distancia medida no espago de mordenadas do mapa plotado, ouseja,
em milimetros do papel, independente da escda utilizada. Assm, é definida uma
corresponcéncia linea entre a ecda e atolerancia linea adotada. N&o existe, contudo,
consenso sohbre este aitério. Existem indicagdes que o vaor ided seria funcd ndo
apenas da escda, mas também da complexidade da poligona [Horn85[Butt89]. Por
exemplo, un parametro fixo poderia simplificar suficientemente uma poligonal mais
smples, e ndo simplificar suficientemente uma poligonal mais complexa. Este
fendmeno pock ocorrer até mesmo dentro de uma dada poligonal, em situagdes da
natureza que fazem com que a estrutura do fenémeno representado pela poligonal mude.

Apesar de todcs os problemas relatados, a escolha de um pardmetro fixo de tolerancia
pareceser mais indicado para glicages praticas do que, pa exemplo, a minimizacé®
do nimero de segmentos da paligonal [GHMS93], ou oacmplamento da distancia linea
com algum critério de otimizacd® geométrica [Crom88][CrCa91]. A escolha do
pardmetro de tolerancia linea ided é anda discutida, ndo havendo consenso ra
literatura. Para golicagdes praticas, no entanto, vai-se levar em espeda consideracé as
necesgdades da glicac@® proposta. Portanto, a escolha do pardmetro de tolerancia, sga
ele linea, angular ou e &eg buscad diciéncia geométrica e omputadona na
generalizacéo de poligonais para representacdo em tela.

Calculo de distancias ponto-reta. Grande parte dos agoritmos de simplificac®d que
seréo apresentados a seguir necessta redizar de maneira diciente cdculos de distancia
entre um porto dado e uma reta definida por outros dois portos. A maneira mais
interessante de cdcular essa distancia é utilizar o produo vetorial, conforme
apresentado masecd 1.1.2 paradeterminar a @eaS dotridngulo formado pa um pornto
A e uma reta definida por outros dais (B e C), de aordo com a equacé@® 1.1 Assm, a
distancia do pontd a reta definida pelos pontBse C pode ser calculada como:

_ 18
- dist(B,C)

once dist(B, C) é adistancia euclidiana etre os portos B e C, e 0 Urico valor que tem
que ser testado contra zero para evitar erros numericos no processamento.

Algoritmos hierarquicos e néo-hieradrquicos. O resultado do algoritmo de
simplificac® pock ser (1) uma nova paligonal formada por um subconjunto dcs portos
da pdigonal origina, ou(2) uma padigonal que éformada por portos distintos dos que
formam a paligonal original, & excec® do pimeiro e do Utimo [ZhSa97]. No primeiro
caso, se a plicacd® de tolerancias progressvamente menores smplesmente caisam a
inclusdo de novas vértices a nova paligonal, o algoritmo é dito hierarquico [Crom91].
Mais formamente, o agoritmo herarquico € auele en que todcs os Vértices



seledonados para prodwzir uma poligonal de n vértices srdo também seledonados
guando for gerada uma poligonal camil vértices.

Na literatura existem propastas de utili zacd® de dgoritmos hierarquicos para cnstruir
bases de dados geogréficas independentes de escda [BCA95][00Sc95]. Estes estudos
indicam que os agoritmos hierdrquicos 0 mais eficientes na reducéo do tempo
operadonal, ja que asimplificac@® fica reduzida auma operac@® de reauperacd® de
dados ou, caso tenha sido formada uma estrutura de dados adequada, a uma operacé® de
pruning [Crom91]. Por outro lado, ¢ algoritmos nédo-hierérquicos tendem a produzir
representagdes mais eficientes, com relacéd® a preservacd® de dgumas caaderisticas
geométricas dalinha[BCA95], de a®rdo com parametros geomeétricos estabeleddos na
literatura (vide seca@).

Clasdficacdo dos algoritmos. Uma dasdficac@® dos algoritmos de simplificac® de

linhas foi propcsta en [McMa87a], considerando a por¢éo da linha que éprocessada a
cada passor@abelal.3).

Tabela 1.3 - Classificacdo dos algoritmos de simplificacdo de poligonais

Categoria Descricao Exemplos
Algoritmos de pontos Nao consideram as relagbes geométricas| k-ésimo pontdTobl64]
independentes entre vértices vizinhos; operam de forma
independente da topologia selecdo aleat6ria de
pontos|[RSM78]
Algoritmos de Usam as caracteristicas dos vértices vizinhdsenkgJenk81]
processamento local imediatos para determinar selecao/rejeicap
do ponto Visvalingam-Whyatt
[VIWh93]
Algoritmos de Pesquisam além dos vizinhos imediatos, | Lang[Lang69]
processamento local avaliando seces da poligonal de cada veg.
restrito estendidos O tamanho das sec¢8es depende de critérip®©pheim[Ophe81]
baseados em distancias, dngulos ou nimero
de vértices
Algoritmos de Pesquisam além dos vizinhos imediatos, | Reumann-Witkam
processamento local avaliando sec8es da poligonal de cada veg[ReWi74]
estendido irrestrito O tamanho das secdes é limitado pela
complexidade geomorfoldgica da poligongdl,Zhao-SaalfeldZhSa97]
€ nao por critérios determinados no
algoritmo
Algoritmos globais Consideram a poligonal inteira no Douglas-Peucker
processamento. Selecionam pontos criticqgDoPe73]
iterativamente.

A clasdficac® adma ndo considera & propcstas incluidas em [PAF95], once sdo
apresentadas duas novas formas de representac@ simplificada de poligonais. A primeira
delas é arepresentacd freqlencial, baseada em séries de Fourier e wavdets, que tentam
capturar as tendéncias oscil atrias presentes em alguns tipos de linhas, como curvas de
nivel e hidrografia. A segunda é arepresentac@® da poigonal com uma seqiéncia de



curvas algébricas (conjuntos de acos cubicos), adequada para estradas e outras feicoes
construidas pelo hanem. Esta alocéo de reaursos diferentes para a simplificac®d de
elementos diferentes condwz a necessdade de dividir a linha an segdes que sgjam
razoavelmente homogéneas em relac® a dguns parametros geométricos, tais como
sinucsidade, complexidade, hamogeneidade locd e densidade de portos. De modo
geral, no entanto, cs algoritmos de simplificac@® existentes ndo conseguem captar este
tipo de cmportamento dalinha, com aposdvel excec® dos algoritmos globais, e anda
assim com problemd¥iwh93].

Avaliacao da qualidade da simplificacdo. A avaliacd® da qualidade da simplificac@®
foi proposta por McMaster [McMa86] com base en uma série de medidas geométricas.
Estas medidas 80 dvididas em duas caegorias. medidas de dributos de uma Unica
linha, e medidas de deslocamento entre apaligonal original e apdigona resultante. Sdo
ainda divididas em grupcs, de aordo com a grandeza geométrica que eta sendo
avaliada em cada caso. Estas medidas estéo listadiabelal.4.

Tabelal.4 - Medidas para avaliacdo da qualidade da simplificacdo de linhas

I. Medidas de A. Dados sobre o 1. Raz&o de mudanga no comprimento da linha
atributos lineares | comprimento
B. Dados sobre vértices | 2. Razdo de mudanga no nimero de vértices

3. Diferenca do nimero médio de vértices por unidade de
comprimento

4. Razao de mudanca do desvio padrdo de namero de vértices
por unidade de comprimento
C. Dados sobre angulos | 5. Raz&o de mudanca da angularidade (somatério dos angulos
entre vetores consecutivos)

6. Razdo de mudanca da angularidade a esquerda (positiva)
7. Raz&@o de mudanca da angularidade a direita (negativa)

8. Diferenca na mudanca angular média por unidade de
comprimento

9. Diferenca na mudanca angular média para cada angulo
individual

10. Razdo de mudancga do nimero de angulos positivos

11. Razdo de mudanga do nimero de angulos negativos

12. Diferenga na mudancga angular positiva média para cada
angulo individual

13. Diferenca na mudanca angular negativa média para cada
angulo individual

D. Dados sobre 14. Razdo de mudanca do nimero de segmentos curvilineos
curvilinearidade (sequiéncias de angulos positivos ou negativos)

15. Razao de mudanca da média do nimero de segmentos
curvilineos

16. Razao de mudanca do comprimento médio dos segmentos
curvilineos

17. Razéo de mudanca do desvio padrdo do comprimento
médio dos segmentos curvilineos

Il. Medidas de E. Dados de diferengas | 18. Somatdrio das diferencas vetoriais por unidade de
deslocamento vetoriais comprimento
linear

19. Numero de diferengas vetoriais positivas por unidade de
comprimento
20. Numero de diferencas vetoriais negativas por unidade de
comprimento

comprimento
comprimento

F. Dados de diferengas | 23. Diferenca de &rea total (&rea entre as poligonais)
poligonais

21. Somatorio das diferencgas vetoriais positivas por unidade de

22. Somatorio das diferencgas vetoriais negativas por unidade de



24. Namero de poligonos-diferenga positivos por unidade de
comprimento

25. Numero de poligonos-diferenca negativos por unidade de
comprimento

26. Diferenca de area positiva por unidade de comprimento
27. Diferencga de area negativa por unidade de comprimento
G. Dados de perimetro | 28. Perimetro total das diferencas de area (comprimento ao
redor dos poligonos de diferencga) por unidade de comprimento
29. Perimetro total das diferencas de area positivas
(comprimento ao redor dos poligonos de diferenca) por
unidade de comprimento

30. Perimetro total das diferencas de area negativas
(comprimento ao redor dos poligonos de diferenca) por
unidade de comprimento

Foram analisadas em [McMa86] todas as 30 medidas listadas na Tabela 1.4, para 31
poligonais cartogréficas diferentes®, com caraderisticas geomorfolégicas variadas. As
poligonais foram inicialmente digitalizadas e “limpas’, até que se tornassem, quando
plotadas, copias fiéis das linhas contidas nos mapas originais. Em seguida, 0 mesmo
algoritmo de simplificag@® (no caso, o agoritmo Douglas-Peucker) foi aplicado a cala
uma delas, com vérias tolerancias, oltendo-se & medidas adma para cala situac®. Ao
fina do pocesw, apGs uma adlise estatistica rigorosa, o autor concluiu pela
possbili dade de se reduzir 0 nimero de medicles a gpenas wis, que sdo suficientemente
descorrelacionadas para permitir uma comparacado adequada. Estas medidas sao:

Mudanca percentual no numero de vértices: fornece uma indicac® do grau de
compadacd atingido, mas 9 pock ser usada para verificar a qualidade da simplificac®
em conjunto com outras medidas. Mais formalmente, pode ser definida como:

I

MPCV = % x 100

onde n' é o nimero de vértices da paligonal simplificada, e n € o nimero de vértices da
poligonal original.

Mudanca percentual no desvio padréo do numero de @mordenadas por unidade de
comprimento: mede aregularidade da insercdo de vértices ao longo da paligond,
indicando se alinha resultante asumiu uma densidade uniforme de vértices em relac®
a linha original. Ou seja:

oM’

MPCN = a(n)]

100

onde |I' é o comprimento da poligona simplificada, e | € o comprimento da poligond
original.

® Neste e en outros estudos existe apreocupac em utili zar naturally occurring lines, ou seja, poligonais
usadas para delimitar ou representar fendmenos que ocorrem na naturezg considerando uma ampla gama
de fendbmenos. curso e estuario de rios, linhas costeiras e airvas de nivel, por exemplo. Dentro de cala
tipo de fendbmeno, buscase seledonar poligonais com comportamento variado. Por exemplo seriam
incluidos tanto rios jovens, com muitos meandros de aurvatura brusca, quanto rios antigos, com curvas
suaves e em menor quantidade. Um estudo anterior que procurou utilizar estes crifétersfaj.



Mudanca percentual na angularidade: avalia areducéo da “microssnucsidade” apés
a simplificacdo. Esta medida pode ser definida como:

n'-3
Z ang(V; , Vg, Viso)
MPCA = =5 x 100

Z anqvi 'Vi+1'vi+2)
1=

onde ang é uma fungéo que cdcula o angulo definido pa trés portos (Figura 1.11b),
gue no caso € utilizada ean segmentos conseautivos na poligonal simplificada e na
poligonal original.

Deslocamento vetorial total por unidade de wmprimento: indica o deslocamento
geomeétrico total da linha com relacéo a original. Ou seja,

nfol(vi ,P)
DVT = =—— |

once P é apdigona original, e afuncéo d cdcula adistancia perpendicular entre um
ponto dado e uma poligon&igural.lla).

Deslocamento de area total por unidade de comprimento: como a anterior, indicao
deslocamento geométrico total da linha, sO que cnsiderando a aea etre apaligona
simplificada e a original:

A(P', P)

DAT = I

onde A éumafuncd que cdcula a &eatotal entre duas poligonais (Figural.11lc), el éo
comprimento da poligonal original.

Mudanca percentual do numero de segmentos curvilineos. quando pocess de
suavizacd sdo aplicados juntamente cm a simplificac®, muitos segmentos curvili neos
poderdo ser eliminados. Cada segmento curvilineo € caaderizado pa uma seqiénciade
mudancas angulares (angulos entre segmentos conseautivos) a direita ou a esquerda.
Esta medida indica o grau de suavizacé® oltido ra smplificacé, pela diminacd® de
segmentos curvilineos, e pode ser definida como:

I

N
MPCS =

NSC x100

onde NSC' e NSC representam, respedivamente, o nimero de segmentos curvili neos na
poligonal simplificada e na original.

Com base nas medidas propcstas em [McMa86], um estudo paterior [McMa87h
comparou nowe dgoritmos, chegando a wnclusdo de que quatro deles apresentavam
comportamento superior: Douglas-Peucker, Opheim, Reumann-Witkam e Lang. A
avaiacd visual, no entanto, indica que o algoritmo Douglas-Peucker se comportou



melhor quanto ao deslocamento de &ea No entanto, € 0 mais computadonalmente
complexo dos quatro. O artigo conclui que o algoritmo de Lang € mais adequado para
ceatas tarefas de mapeamento menos exigentes, tais como mapeamento tematico. Estes
algoritmos, e outros, seréo apresentados em detalhes em seguida. Alguns algoritmos de
interesse espedfico deste trabalho, tais como Visvalingam-Whyatt e Zhao-Sadfeld, néo
fizeram parte do estudo, pois sdo mais recentes do que ele.

Algoritmos. Existem varios algoritmos na literatura que se propGem a resolver o
problema de simplificac@® de padligonais. Conforme discutido ra se¢cé® 0, a mmparacé®
entre os algoritmos ndo pock se der simplesmente a aadlise de sua complexidade
computadonal. S&0 muito importantes parametros de avadiac® da qualidade da
representacd geométricaresultante [Mari79][McMa36][Whit85], aém da avaiacéd do
grau de mmpadaca® atingido. Considerando as apli cagdes em generalizac®, é também
necessrio avaliar as posshbili dades de gerac® de estruturas de dados hierérquicas, para
possibilitar a producéo dinamica de novas representacoes.

Em seguida serdo apresentados alguns dos agoritmos de simplificac® de linhas
propastos na literatura’. A selec@ dos algoritmos foi feita cm base na sua importancia
histérica nograu de wrrecé catografica em sua diciéncia coomputadonal, e também
com base na a@licabilidade a problema de generalizac® dindmica Em todas as
descricOes abaixo, sera utilizada aletra n para denotar 0 nimero de portos na linha
original, en’ indicard o numero de pontos na linha simplificada.

1.1.4.2 k-ésimo vértice [Tobl64]

Este dgoritmo foi propcsto pa Tobler em 1964, @ra um experimento de generalizac®
de mapas para aMarinha anericana [Tobl64]. E possvelmente o mais antigo algoritmo
de smplificac® conheddo, e também o mais sSmples. A idéia é formar a nova
poigona seledonando um vértice a cda k, sendo k determinado pelo wsuério, e
desprezando & demais. O grau de generalizac® oltido é bastante grossiro, uma vez
que o agoritmo ndo considera qualquer fator geométrico, correndo patanto o risco de
descaracterizar completamente a linha.

Observe-se que a mesma logica € utilizada para simplificar imagens digitais,
seledonando arbitrariamente um pixel a cala k, em um proceso conheddo como
subamostragem [Jain89, que éum caso particular da reamostragem pelo método do
vizinhomais préximo, quando se reduz o tamanho daimagem [Wolb9(. O métodotem
também pouco sucesD pas, apesar de ser simples, tende aprovocar o efeito de aliasing
sobre a imagem.

Complexidade computacional. O(n/k) = O(n’)

1.1.4.3 Vértice aleatdrio [RSM78]

Proposto pa Robinson et al. [RSM78], este dgoritmo powco aaescenta a dok-ésimo
vértice Parte do pincipio de que a linha catogréfica € omposta por vértices

" S&0 deixados intencionalmente de fora dgurs algoritmos, como s propostos em [Deve85], [Will 78] e
[Joha74] por ndo acrescentarem elementos relevantes a discussao.



equiprovaveis [Peuc75][Butt85]. Trata-se de seledonar aeaoriamente uma quantidade
predeterminada (n’) dos vértices que cmompdem a paligonal, gerando desta forma uma
nova paigona simplificada. Como no caso do k-ésimo vértice o algoritmo ndo
considera a geometria da linha, e também corre o risco de desprezar portos
caracteristicos.

Complexidade computacion@®(n’)

1.1.4.4 Jenks [Jenk81]

Este dgoritmo considera uma segqiéncia de trés vértices na linha, cdculando a distancia
do értice intermediario a reta definida pelos outros dois [Jenk81]. Quando esta
disténcia éinferior a umatolerancia dada, o \értice central € diminado, e o algoritmo é
reiniciado com o primeiro, o tercero e o quarto vértices. Se adistancia exceder a
tolerdncia, o0 segundo \értice é mantido, e 0 processamento recomeca apartir dele
(Figura 1.118). Apesar de ndo apresentar um tratamento mais fisticado da geometria
da linha, este dgoritmo consegue diminar os vértices efetivamente desnecessirios, ou
sga, (que etdo dinhados com os vértices anterior e posterior, e portanto sdo
geometricamente dispensaveis. Em espedal, este ammportamento € melhor caraderizado
guando a tolerancia é bastante pequena.

Uma variaga interessante deste dgoritmo estabelece como tolerancia, ndo a distancia
do \ertice cantral a0 segmento formado pelos outros dois, mas sm o angulo entre os
segmentos vV, e vivs. Quando este ahgulo estiver abaixo de um valor dado, ¢ portos
s80 considerados alinhados e v, é descartado, sendoreiniciado o pocessamento em vs.
Caso contréarioy, € mantido, e o processamento recomeca poFgjaera1.11b).

De aordo com [McMa87a], Jenks posteriormente propGs uma variacd® desta rotina
angular considerandotrés valores distintos de tolerancia, denominadaos ming, min; e ang
Se adistancia entre vy e v, for inferior aming, ouse adistancia entre v, e vs for inferior a
min,, entdo v, € diminado. Caso as duas distancias ultrapassem os valores minimos, é
entdo testado oangulo entre os segmentos vV, e ViV contra atolerancia ang, da maneira
descrita acima.

Complexdade computaciond. O pior caso doagoritmo de Jenks ocorre quando todcs
0s Vértices 0 eliminados. Assm, cada iterac@® vai testar se 0 vérticev, (2<i <n-2)
val ser ou réo mantido, cdculando as distancias dos vértices entre v, e v; areta definida
por v e Vi.1, totalizando patanto i - 2 cdculos de distancia. Este iomportamento poce
ser traduzido pelo seguinte somatorio:

(n—z)DZ(i—2):(n—2)[§%—2mn—2)§

A complexidade computacional do algoritmo de Jenks no pior caso &, poB@nijo,

O melhor caso, pa outro lado, acorre quando renhum vértice é éminado. Nesta
situacd, cada um dos n - 2 vértices intermediérios € testado uma Unicavez contra seus
vizinhcs imediatos, prodwindo un cdculo de distancia porto-reta. O agoritmo é,
assim,0(n) no melhor caso.



Observe-se que este omportamento € o inverso doapresentado pelo algoritmo Douglas-
Peucker, que sera gresentado adiante, no sentido e que seu pior caso ocorre quando
elimina todos os veértices, e o melhor ocorre quando todcs os vértices 50 mantidaos.
Sendo asdm, este dgoritmo poderd ser mais eficiente que o Douglas-Peucker em
situagdes de smplificac® minima, e etd recomendado para Situagdes em que o
interese sga simplesmente a déminacd® de vértices alinhados, com tolerancia
baixissima.

1.1.4.5 Reumann-Witkam [ReWi74]

Este dgoritmo [ReWi74] utiliza, em cada iterac®, duwes linhas pardelas a cala
segmento da poigona para determinar uma regido de diminacd® de vértices.
Naturamente, a tolerancia é predsamente ametade da distancia entre & paraéeas. A
poigonal é adisada seqlenciamente, sendo biscado o pimeiro segmento que
intercepta uma das duas paralelas. Sendo v; vi.1 0 segmento locdizado, o \érticev, é
mantido e todos os intermediarios, entre o vértice iniciglsfio descartados.

(a) (b)

() (d)

Figura 1.12 - Algoritmo Reumann-Witkam

No exemplo da Figura 1.12 observe-se que, até o vértice vig, poOLLOS Vértices haviam
sido eliminados. Aplicandoas paralelas a partir de vio, Nadirecd@® dosegmento Vig Voo, €
posdvel eliminar os veértices Voo a Vop (Figura 1.128). O processamento é retomado a



partir do vertice v»3 (Figura 1.120), desta vez eliminando o \értice vo4. Reiniciando
Vs, €limina-se vp6 (Figura 1.12X). O processamento termina em seguida, eliminando vg
e terminando no Utimo vértice Vo9 (Figura 1.12d). No total, daze vértices foram
eliminados.

O agoritmo Reumann-Witkam €, segundo a dassficac@® propcsta por McMaster
[McMa87a], do tipo processamento local estendido irrestrito, pds a verificac®d é
iniciada en um determinado \értice e prossegue a@é que dgum segmento tenha
interceptado uma das paralelas, ou até que alinha termine. Opheim [Ophe81] propss
uma variacd® deste enfoque em que sdo impastos limites quanto a se¢@® da linha que é
andlisada, prodwzindo assm um algoritmo com processamento local estendido restrito.
S80 definidos uma distancia minima (dmin) e uma distancia maxima (dmax), que
funcionam limitando, juntamente com as paralelas, uma regido que ontém todcs 0s
vértices que serdo eliminados. Como no Reumann-Witkam, o processamento recomeca
no primeiro vértice do primeiro segmento que sai da regido limitada. Esta variac@®
apresenta atendéncia apreservar melhor a goaréncia das curvas, pas evita que vertices
muito proximos e veértices muito dstantes do \értice de partida sgjam eliminados.
Conseglientemente, o grau de cmpadacé € andamenor do gLe o gque se poce dcancar
com o algoritmo Reumann-Witkam.

NaFigural.13a é presentada aregido de diminacé de vértices do algoritmo Opheim.
Qualquer vértice que fique dentro da aeamarcada sera diminado, a menos que sga o
primeiro vértice de um segmento que intercepta & linhas paralelas. E o caso do \értice
v7 naFigural.13, que ndo serd diminado, e servira de porto de partida para apréxima
iteracd®. O vértice vg, também na Figura 1.13, nBo sera diminado pas estd auma
distancia inferior a dmin com relacd® ao vértice de partida, vs. A mesma situac@® se
repete apartir de v, pas vg predsa ser mantido e vg Se torna 0 novo \értice de partida
(Figural.1X). Partindo dey, finalmente temos a eliminacéo de.

dmax

\ 4

Area de eliminagéo
de vértices

(@) (b)



(c) (d)

Figura 1.13 - Algoritmo Opheim

Complexidade computaciond. Como se pode perceber, cada vértice é onsiderado
apenas uma vez, buscando a intersec@® de segmentos da poigonal com as retas
pardelas. Caso a intersec@® ocorra, 0 pocedimento é reiniciado a partir do dtimo
vértice analisado, mantendo o fadrdo de varredura. Assm, este dgoritmo € daramente
linea sobre 0 nimero de vértices: O(n). O mesmo se glica avariagd propacsta por
Opheim.

Apesar de diciente omputadonalmente, seu desempenho catogréfico, pa outro lado,
deixa bastante adesgjar, pastende aeliminar poucos vértices. Além dis, tende ando
eliminar portos stuados em curvas mais abertas, como o \értice v, no caso doexemplo
da Figura 1.12 Por is®, este dgoritmo foi posteriormente modificado pa Roberge
[Robe85], que o robustecas matematicamente cm testes de linhas critices verticas e
com uma verificac® de portos de inflexdo. Roberge prop&s também um fator de
extensdo dalinha aitica visando permitir a diminac@® de vértices em curvas de grande
raio.

1.1.4.6 Lang [Lang69]

Este dgoritmo, propcsto pa Lang [Lang69], requer dois parametros de entrada: uma
distancia de tolerancia, semelhante ado algoritmo de Jenks, e um parametro (p) de look-
ahead, ou sga, uma quantidade de vértices que devem ser considerados a cala dapa do
proces. Por exemplo, se p for igual a5, serdo analisados os vértices v; a . Nesse
cas0, sera cdculada adistancia etre os Vértices v,, Vs, V4 € Vs a reta que passa por Vi e
V. Se a &guma distancia obtida for maior que atolerancia, o agoritmo retrocede um
porto (no caso, até vs) e recomeca se hecessario fazendo omesmo enguanto existirem
vértices intermedidrios. Se todas as disténcias intermediarias forem menores que a
tolerancia, os vértices intermediérios $0 eliminadaos, e 0 proximo pass serainiciado no
dltimo veértice tremo encontrado, considerando nowamente p portos a frente. No
exemplo da Figura 1.14 foi necessirio reauar de vs (Figura 1.149) até vs, eliminando
apenas v, (Figura 1.14d), uma vez que e&istiam em cada uma das etapas intermediarias
(Figura1l.1%b e ¢ vértices fora da faixa de tolerancia. O agoritmo recomeca apartir de
V3, 0 Ultimo vértice mantido, e vai analisar em seguida o trechogreke.



Ioleréncia :Eoleréncia
(b)

tolerancia
tolerancia

(©) (d)

Figura 1.14 - Algoritmo Lang

Este dgoritmo se mmporta bem do porto de vista geométrico [McMa87a], sendo cgpaz
de preservar razoavelmente & caraderisticas da linha original. No entanto, sofre a
influéncia do pardmetro de look-ahead: valores diferentes levardo a resultados
diferentes. Apesar dis®, sua implementac® € interessante por fixar a quantidade
maxima de portos que serdo andisados a cala dapa, posshilitando un
dimensionamento estatico de memaoria en tempo ce mwmpilac®, caso se limite o valor
dep.

Com relac® ao grau de compadacd, olserve-se que este dgoritmo so serd cgaz de
eliminar n—n/p vértices, umavez que, em cada intervalo sdo preservadaos, nominimo,

os dois vértices extremos. A manutencéd dcs vértices extremos de cala intervalo
prejudica a @aréncia finad da podigonal, pds s1a selec® é tdo arbitraria quanto a
realizada pelo algoritmo deésimo vértice.

Complexidade computaciond. O pior caso ocorre quando renhum porto € diminado, e
portanto oalgoritmo preasafazer o look-ahead n/ p vezes e retroceder, em cada passo,
p—-1 vezes. Em cada um dos n/ p pasws, o agoritmo exeauta (p—l)(p—2)/2

cdculos de distancia porto-reta. Assm, o agoritmo é O(n), mas com um fator constante
que aesce @ ritmo de O(p?). Particularmente, quando n = p, teremos complexidade

O(n?) para o algoritmo.

No melhor caso, todos os p—1 portos intermedi&rios sréo eliminados na primeira
passada, e portanto teremos p—1 cdculos de distancia para calaum dos n/ p passos,
e portanto o algoritmo é O(n). Observe-se que temos um compromiso entre 0 tempo de



processamento, dependente de p, e o grau de cmpadacé: vaores maiores de p
posshilitardo uma @mpadagd® maior, mas provocado um aumento no custo
computadonal em relac® ao caso linea. Assm, a escolha do valor ided para p é
dificultada, e dependerd de uma andlise do proces de digitalizacd® com relacd®d a
guantidade de vértices desnecessarios.

1.1.4.7 Douglas-Peucker [DoPe73]

Este éo mais conheddo e utili zado algoritmo de simplificac® de portos. Foi propasto
em 1973 po Douglas e Peucker [DoPe73], e éreconheddamente o melhor em termos
de preservac® dos caaderistices da podigona origind [Mari79[McMa87al,
espedamente se utilizado com tolerancias pequenas [VIWh9(. Curiosamente, 0
algoritmo foi propasto quase que simultaneamente por Ramer [Rame72] e Duda eHart
[DuHar3], embora visando aplicagdes diferentes. O algoritmo Douglas-Peucker
permanece sendo o mais citado ma literatura de geoprocessamento, uma vez que foi
originalmente publicado em um periddico da area de cartografia.

Procedimento  Douglas-Peucker(linha, numvert, tol)

Procedimento DP(a, f, tol)

inicio
se ((f-a)==1) entdo retorne
maxd = 0;
maxp = 0;
para i=a+l até f-1 faca
inicio
d = distancia(linha(i], linha[a], linha][f]);
se d>maxd entdo
inicio
maxd = d;
maxp = i;
fim  se;
fim para ;
se maxd > tol entdo
inicio

vértice maxp selecionado
DP(a, maxp, tol);
DP(maxp, f, tol);

fim_

sendo retorne;

fim

inicio

vértice 1 selecionado ;
vértice numvert selecionado
DP(1, numvert, tol);

fim .

Programa 1.15 - Algoritmo Douglas-Peucker

Funcionamento. O agoritmo € reaursivo (Programa 1.15, e a céa pas® processa 0
intervalo de portos contido entre um vértice inicial (chamado de ancora) e um vértice
final (denominado flutuarte). E estabeleddo um corredor de largura igual @ dolro da
tolerancia, formando duas faixas paraelas a0 segmento entre o ancora e o flutuante
(Figura 1.16, como no agoritmo de Lang. A seguir, sdo cdculadas as distancias de
todcs os portos intermedi&rios a0 segmento bésico, ouseja, contidos entre 0 ancora eo



flutuante. Caso nenhuma das distancias cadculadas ultrapasse a tolerancia, ou sga,
nenhum vértice fica fora do corredor, entdo todos os vértices intermediarios 80
descartados. Caso alguma disténcia sgja maior que atolerancia, o vertice mais distante €
preservado, e 0 agoritmo é reiniciado em duas partes. entre 0 ancora eo vértice mais
distante (novoflutuante), e entre o vértice mais distante (novo ancora) e o flutuante. De
aoordo com este process, 0s portos tidos como criticos para ageometria da linha, a
cada passo, sdo mantidos, enquanto os demais séo descartados.

15

Figura 1.15- Linha original, 29 vértices

Para a adli se deste dgoritmo e dos préoximos sera utili zada apaoligonal da Figural.15,
com 29 wertices. As figuras sguintes ilustram melhor o comportamento do algoritmo
Douglas-Peucker. Iniciamente, sdo caculadas as distancias dos vértices 2 a 28 até areta
definida pelos vértices 1 e 29. O vértice mais distante nesta primeira iteracd® € 0 15,a
uma distancia muito superior a tolerancia (Figura 1.16. Assm, o \etice 15 é
seledonado e o procedimento é chamado reaursivamente duas vezes, entre o0s vértices 1
e 15 e eitre os vértices 15 e 29. Continuando pEla primeira chamada, o értice mais
distante da reta entre 1 e 15 é 0 9, também a uma distancia superior a tolerancia, e
portanto € seledonado (Figura 1.17). Duas novas chamadas reaursivas o feitas, e
agora estdo empil hados os intervalos 1-9, 915 e 15-29. No intervalo 1-9, temos também
gue preservar o veértice 3, e portanto ficamos na pilha com osintervalos 1-3, 39, 915e
1529 (Figura 1.18. Anaisando agora o intervalo 1-3, verificamos que o vértice 2 pode
ser dispensado (Figura 1.19. Ao final, sGo preservados os veértices 1, 3, 4, 6, 9, 15, 16,
17, 22, 24, 27 e 29, ou seja, 41% do namero original de vérfEicesd1.20).

A utilizac®d de rearsividade no pocessamento do agoritmo ja inspirou
implementagdes paralelas [Mowed6], em que cala nova subdvisdo do poblema vai
sendo atribuida aum processador diferente, sendo gerada & final uma lista dos vértices
seledonados. No entanto, a grande diferenca etre o melhor e o por caso de
processamento (vide andlise de cmplexidade wmputadonal) podem ser um problema,



uma vez que poderd haver pouwco equilibrio entre & tarefas atribuidas a cala
processaddiHeSn92]

tolerancia

Figura 1.16 - Douglas-Peucker, primeiro passo: selecdo do vértice 15

15

tolerancia

Figura 1.17 - Douglas-Peucker, segundo passo: selecéo do vértice 9
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tolerancia

Figura 1.18 - Douglas-Peucker, terceiro passo: selecdo do vértice 3

15

tolerancia

Figura 1.19 - Douglas-Peucker, passo 4: eliminacdo do vértice 2

O resultado deste dgoritmo € adamado pela literatura wmo sendo o0 g mais respeita
as caaderisticas (ou, como notitulo doartigo de Douglas e Peucker, a “caicaura”) da
linha catogréfica [Mari79)[Jenk89[McMaB87a]. Assm, este dgoritmo veio a ser a
escolha dos desenvolvedores de software amercia na implementacé de funcbes de
smplificac® de linhas para processamento pds-digitalizac@® [LiOp97, ou sga, para
limpeza de vértices desnecessrios. O uso do agoritmo Douglas-Peucker em



generalizacd®, no entanto, € comprometido pelo seu comportamento em situagdes de
generalizac® mais radicd, ou sga, com tolerancias maiores [ViWi95]. Conforme a
situacd, o algoritmo pock ser levado a escolher vértices que terminam por deixar a
linha com uma goaréncia pouco natura [ViWh93, com tendéncia aapresentar “picos’

(como noexemplo da Figura 1.21, entre os vértices 17, 24e 29), com angulos agudcs e
mudancas bruscas de direcao.

24

tolerancia

Figura 1.20 - Douglas-Peucker, final

Se amesma linha da Figura 1.15 for processada novamente cm uma tolerancia, par
exemplo, quetro vezes maior que aapresentada, seriam preservados apenas o0s vertices
1, 9, 15, 17, 24 29, todcs pertencentes a solucéo anterior (Figura 1.21). Portanto, o
algoritmo de Douglas-Peucker € hierarquico, pds os porntos s0 sempre seledonados na

mesma ordem, e atolerancia serve para determinar até que pornto o grocessamento deve
ser realizado.
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tolerancia

Figura 1.21 - Douglas-Peucker, simplificacéo radical

Se atolerancia for igual a zero, todcs os vértices réo eventuamente seledonados. O
armazenamento das subdvisdes nos permite representar a hierarquia dos vértices em
uma avore binaria [Crom91][Oost93]. Em cada n6 desta &vore é representado um
vértice seledonado, e é amazenado o valor da distancia cdculado po ocasido da
selecd, que arresponce a valor maxd do Programa 1.15 (Figura 1.22). Tendo sido
estabeleddo um vaor de tolerdncia, basta caminhar na &vore an preordem para
determinar quais vértices ®rdo seledonados. Quando um né interno contiver um valor
de disténcia inferior a tolerancia, o weértice @rrespondente e todos os descendentes
poderdo ser eliminados, ndo sendo recessario continuar com o caminhamento. Observe-
se, noentanto, que a &vore binéria pode ser bastante desbalanceala, e dificilmente sera
completa, o que vira a dificultar o seu armazenamento no banco de dados.



Figura 1.22 - Arvore binaria formada a partir do exemplo daFigura 1.15

Complexidade computaciond. Como no caso do quicksort [Knut73], a andise da
complexidade computadonal do algoritmo Douglas-Peucker depende da escolha do
vértice mais distante, andlogo ao pivdé do agoritmo de dassficac®d, o qwe vai
determinar o nimero de cdculos de distancia porto-reta necessirios (analogamente &
ndmero de comparagdes no caso doquicksort). Para diminar a influéncia do parémetro
de toleréncia na andlise do por caso doagoritmo, é necessirio considerar que todos 0s
vértices ®rdo seledonados, ousga, n' =n, 0 qle guivale afazer atolerénciaigual a
zero.

Assm, amelhor situacé para o particionamento ocorre quando o \érticemais distante €
o0 vértice catral do intervalo®. Neste cao, é possvel formular a seguinte equacé® de
recorréncia:

8 Esta situac@ pock ocorrer, por exemplo, quando s vértices da poligonal estdo dispostos ao longo de
um semicirculdNick88].
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T ==+ T 25 TheE 2 (1.12)
T() =0

Como geralmenta >> 2, pode-se simplificar a Equacdd.1para obter:

T(n)=n+ ZT%Q (112)
T(2)=0

Resolvendo a Equacd 1.12 resulta O(n log n), que indica o melhor desempenho do
algoritmo quando todcs os vértices S0 mantidos. No entanto, o por caso ocorre, de
forma também andloga a quicksort, quando a divisdo é feita no segundo \értice ou no
penultimo, fazendo com que a recorréncia assuma a seguinte forma:

T(N)=(n-2)+T(n-1) 113
T(2)=0
A solugéo da Equacd 1.13 ¢, patanto, a complexidade mmputadona do algoritmo
Douglas-Peucker no dor caso: O(n?). O pior caso também pode ocorrer quando o
objetivo é formar a estrutura de dados exemplificada na Figura 1.22 pads aquela
situacao equivale a processar toda a poligonal considerando tolerancia zero.

O melhor caso ocorre quando todos os vértices da paligonal podem ser simplificados
imediatamente. Assm, apenas uma iterac® € necessiria, cdculando as distancias de
todcs os vértices intermediarios a reta definida pel os extremos, e portanto o agoritmo é
O(n).

O comportamento em situagdes reds, patanto, depende fortemente do parémetro de
tolerncia e da escolha do vértice mais distante en cada pas. Tolerancias baixas,
significando a preservac@® de uma quantidade maior de vértices, indicam um tempo ce
processamento maior. Por outro lado, toleréncias grandes fazem com que o
processamento seja resolvido com poucas iteragdes, e portanto em menos tempo. Uma
andlise mnsiderando tolerancia zero e quebra en um vértice intermediério escolhido
aleaoriamente indica que o tempo e exeaugd médio é um fator de 2og(e) (12,885

sobre o caso lineiHeSn92]

A literatura cntém propcstas para melhorar 0 desempenho do algoritmo Douglas-
Peucker com o0 uso de témicas de geometria computadonal. Hershberger et al.
[HeSn92 observam que, quando a divisdo do poblema produz um subproblema com
tamanho guase igua ao aiginal, o agoritmo Douglas-Peucker predsa remmeca o
processamento dozero, sem armazenar ou levar em conta qualquer conhedmento sobre
a geometria da linha que poderia ter sido olido ma primeira iterag@®. Assm,
propuseram uma variagd® baseada no path hdl, uma estrutura de dados baseada no



fedho convexo® aplicado a uma linha [DGHS88], buscando maior eficiéncia na eapa de
selecdo do vértice mais distante.

Figura 1.23 - Os pontos do conjunto convex@ mais distantes
da retar estdo em uma das tangentes@paralelas ar

A modificac® proposta parte do principio de que o vértice mais distante, utili zado para
a divisdo, é necessriamente um dos que compdem o fedho convexo dcs vértices da
poligonal. Esta constatac@® parte de um lema da geometria computadonal que garante
que, dados um conjunto convexo C e uma reta r, os portos de C mais distantes de r
estardo em uma das duas tangentes a C paralelas ar (Figura 1.23. Se C é um paoligono
convexo, entdo apenas 0s EUs Veértices predsam ser considerados para determinar 0
porto mais distante de uma dada reta. Considerando a implementacé deste mnceto, o
path hullé definido da seguinte maneira:

Definicéo 1.1 - Dada uma caleia de vértices (v, ...,V;) pertencentes a uma poli gonal
P, o pah hudl da caleia é definido como sendo a tripla [vi, CC(Vi, ...,Vm),
CC(Vm, -..,v;)], once CC(v;, ...,v;) € o fecho convexo das vértices entre v; e vj. O
vérticev, € chamado deag.

Em seguida, sdo definidas as operagdes basicas ©bre path hdls: criac®, dvisdo e
locdizacd do \értice mais distante. A operacd® de locdizac® do \értice mais distante
utili za uma pesquisa binaria sobre os dois fechos convexos do path hdl, locdizando
dois portos extremos em cada. Em seguida, é cdculada adistancia de cala um destes
extremos a reta, e retornado o \értice mais distante en cada fecho. O custo total desta
operacd® € O(log n) no por caso. Como esta operacd® é dhamada O(n) vezes, isto
determina o custo total do algoritmo €in log n).

A operacd seguinte € a dacd, que onsiste en dividir um conjunto (v, ..., v;) de
vértices a0 meio, escolhendo o \értice cetral como tag, (i.e, m=(i+j)/2) e aiar dois
fedhos convexos: um entre todos os portos anteriores ao tag (v; a Vi), € outro com 0s
portos posteriores (v a V;). Para construir os fechos convexos, os autores indicam a

° Vide secad.1.6



utili zacd® de um agoritmo de Melkman [Mek87], incremental e baseado em pil has.
Estas pil has conseguem armazenar ndo apenas o fecho convexo desgjado, mas também
todos os fechas convexos intermediarios, que serdo usados a partir das divisdes. A
operacd final, divisdo, uiliza estas pilhas para recmnstruir o “histérico” do fecho
convexo que antém determinado \erticek, retrocedendo ofecho previamente cdculado
paratodcs 0s vértices até 0 momento dainsercéo de vk nofedo. Os autores demonstram
gue a ombinac® das etapas de aiacé e divisdo custam também O(nlogn) no por
caso.

O agoritmo modificado para incluir o path hdl tem, desta forma, complexidade
computadonal O(n log n) no for caso, contra O(n?) no algoritmo ariginal. Os autores
chamam a d@encdo, no entanto, para os fatores constantes, bem mais sgnificaivos no
caso do path hdl do gwe no algoritmo Douglas-Peucker, uma vez que o algoritmo
original ndo trabalha a etrutura geométrica da paligonal. Para desenvolver uma melhor
nocdo comparativa quanto a este aspedo, torna-se necessrio implementar ambaos os
algoritmos no mesmo ambiente computadonal e comparar diretamente os tempos de
exeaucdo na solucdo de problemas tipicos. Os autores do aperfeicoamento o fizeram,
mas mente compararam linhas artificiais, tentando simular 0s casos extremos de
desempenho. No entanto, destacaam a dificuldade de se seledonar um conjunto
representativo de linhas para realizar uma comparacédo adequada.

Um aspedo gue caaderiza o algoritmo Douglas-Peucker, e que éutilizado em varios
outros algoritmos, é o conceato de banda @ tolerancia, as vezes chamado ce corredor
de tolerancia. Visvalingam e Whyatt [ViWh93 observam que, embora autilizacé® do
critério de largura de banda para determinar portos a diminar seja bastante razoavel, a
escolha do \értice mais distante cmo porto critico ou pormo caraderistico da linha é
guestionavel do porio de vista catografico. Dessa forma, contestam também a
clasgficac@®d do Douglas-Peucker como algoritmo global, uma vez que, a partir do
momento da separacd® da linha an duas, a avaliac® da linha quanto a wntinuacéd do
proces de selecd de pontos passa ando mais abranger todaos os vértices. Conforme ja
observado, a preservac@® do pomo mais distante leva a geracd® e nservacd de
“picos’ na linha, deteriorando sua garéncia an simplificages mais radicas. Alguns
autores atribuem este fato a escolha de um valor Unico para atolerancia, indicando que €
mais razoavel ter variagdes neste valor de aordo com a geomorfologia da linha
[Horn89[PAF95], mas até o momento nenhuma variac® propcosta provou resolver
integralmente o problema.

Embora exista um conceto gera de que os vértices sledonados pelo agoritmo
Douglas-Peucker sejam os “criticos’, estudos demonstram que os vértices considerados
criticos por humanos nem sempre wincidem com os sledonados pelo agoritmo. Mais
grave do gle is0 é a onstatac® de que os vértices 0 seledonados de maneira
deshalanceaa, isto &, existe atendéncia de seledonar vértices demais em areas mais
ricas em detahes, e vértices de menos nas regides geometricamente mais smples,
causando ao mesmo tempo oefeito ja descrito de “picos’ e o detalhamento excessvo de
aress powo significaivas no sentido global. Isto € eplicado pelo fato do
comportamento doalgoritmo ser invariante mm relac® a escda, ou sgja, independente
da escda o algoritmo continua diminando vé&tices menos criticos em vez de feicdes
menos sgnificaivas, e no poces® va deixando [ara trés vértices “criticos’ que
terminam por introduzir distorces esteticamente inacataveis nalinha. Para arrigir esta



distorcéo, Thapa ([Thap88 apud [ViWh9() observa que dguns dos vértices criticos
predsam ser eliminados para que se possa obter linhas generali zadas suaves, urniformes
e gradaveis esteticamente. Neste mncdto, patanto, existem vértices criticos que ndo
séo tdo criticos assim.

Outro problema amplamente reportado ra literatura [ViWh9(Q diz respeito a variac@®
que se pock obter no resultado final quandose varia alinha &cora-flutuante inicial. E o
caso da glicacd® doagoritmo Douglas-Peucker a paligonais fechadas: dependendo do
porto de partida, ou da estratégia de particionamento da paligonal fechada en duas ou
mais poligonais abertas, um resultado diferente sera obtido.

Mais grave anda € apossbili dade, ja também amplamente documentada na literatura
[ViIWh9(, de que o agoritmo Douglas-Peucker produza, em situagdes de generali zac@®
mais radicd, modificages na topdogia da linha (como pa exemplo auto-intersegdes),
ou modificages na sua situac@ com relac® a linhas vizinhas (como intersegdes entre
curvas de nivel simplificadas). Trata-se de um comportamento francamente indesejavel,
gue predsa ser verificado em implementagdes mais robustas do algoritmo, com o uso de
rotinas especificas para detectar este tipo de problema.

1.1.4.8 Zhao-Saalfeld [ZzhSa97]

Este dgoritmo uiliza uma témica denominada dleevefitting, para redizar a
simplificac® de poligonais em tempo linea [ZhSa97]. O proces é baseado em uma
medida angular variavel para verificar o atendmento ao critério de tolerancia, que
apesar disso é expresso em termos de méxima distancia perpendicular.

A verificac@® datolerancia perpendicular através de medidas angulares é feita utili zando
alguns concatos geométricos. Inicialmente, é definida amedida a(p;, p2) como sendo o
angulo do \etor p;p, com a horizontal (eixo X), cdculado em sentido anti-horario.
Observe-se que o sentido é importante, e portanto p,p, # p,p,. A patir de a, é
definido osetor limite da seguinte formd{gural.24):

Definicdo 1.2 - O setor limite do porto p e &gulos a; e a; € o conjunto das portos
do dano «cuo énguo a etda etre a; e a. Ou sga

A(p,a;,q,) ={q OR?|la, <a(p,g) < az}-

Figura 1.24 - Setor limite



Pode-se sempre asaumir que, no setor limite, o angulo inicia a; é menor que o angulo
final a,. Para garantir iso, basta somar 360° a a, quando este for menor que a;. Assm,
€ posdvel definir a operacd® de intersecd de setores limite baseados no mesmo porto,
da seguinte forma-(gural.25:

Definicdo 1.3 - A interse¢d de dois stores limite A(p,a,,a,) e A(p,a,,a,) éum
tercaro setor A(p,a’',a") = A(p,a,,a,) n A(p,as,a,), onck a' =max(a,,a,) e
a" =max(a,,qa,).Sea’'>a",entdoA(p,a’',a") =0.

Figura 1.25 - Intersecédo de setores limite

No caso da distancia perpendicular, o interesse dos agoritmos de simplificac® esta en
cdcular adisténciade um vértice v areta definida por dois vértices da paigonal, v; e v,
sendo i< k < j. Testar esta distancia @ntra uma tolerancia € equivale, patanto, a
verificar se v pertence a setor limite A(p, a1, az) sendo ay = a(vi, V) - 6, a2 = a(vi, V)
+ 9, e 0 = aco seno(e / vvy) (Figura 1.26). Isto ocorre quando a, < a(v,,v,) <Q,.
Asdm, é posdvel testar se um vértice dende ou réo ao critério de tolerdncia goenas
cdculando oangulo a(v;, vi) em cada pas, una vez que todcs os demais parametros
(a1, a, d) sdo constantes locais.

Figura 1.26 - Equivaléncia entre setor limite e tolerancia perpendicular

O agoritmo Zhao-Sadfeld é iniciado cdculando o setor limite entre o primeiro e o
tercaro veértices, de aordo com 0 proceso descrito adma. O segundo \értice étestado
contra este setor limite. Caso estgja fora dele, o segundo \értice € mantido e o
processamento recomeca a partir dele. Caso contrério, 0 segundo \értice serd



descatado, e nova avaliaca® dosetor limite éfeito entre o primeiro e o quarto vértices.
E cdculada aintersecd entre este setor limite e o setor limite aterior. O terceiro
vértice étestado contra aintersecd® dos setores, caso 0 resultado réo sga o conjunto
vazio, e glicam-se & regras de acé&acd e rgeicdo descritas para o segundo \értice Se
aintersec® dos stores limite for anulada, o vertice que esta sendo testado (no caso, 0
terceiro) € mantido, e o processamento recomeca a partir dele.

Note-se que o agoritmo prossegue de forma incremental, e € posdve verifica a
exclusdo de grandes sqiéncias de vértices m reoorrer a verificages de tras para
diante, como no caso do algoritmo de Lang, ou reaursdes, como no caso do Douglas-
Peucker. No entanto, o método é dtamente dependente do parémetro de tolerancia,
prodwzindo resultados diferentes de aordo com a variac® deste parametro. Assm, o
algoritmo Zhao-Sadfeld, embora sga bastante diciente do porio de vista
computadonal, ndo produz uma hierarquia dos vértices de aordo com sua importancia
na poigonal, e portanto tem sua utilizac@® para generalizacd® dnamica dificultada.
Uma variac®, proposta no artigo, permite inclusive adeterminac@® de novos vértices,
totalmente diferentes dos originais, formando uma nova paligona que cde dentro do
mesmosleeveque contém a poligonal original.

No entanto, dada sua natureza incremental e seu comportamento linea, este dgoritmo
pode ser uma excdente opcdo para Jlicdivos de digitalizac® de linhas, onde
trabalharia para diminar vértices desnecessarios a medida en que o trabalho prossegue.
Uma demonstracd® desta possbhilidade foi implementada pelos autores em Java, e
colocada adisposicd noURL http://ra.cfm.ohio-state.edu/grad/zhao
/algorithms/linesimp.html

Complexdade mmputaciond. Verificase que o proceso de reavaliaca® dosetor limite
a cala pas confere a ate dgoritmo um comportamento claramente linea. O Unico
lago presente € conforme descrito, aquele an que o setor limite espedfico para o vértice
corrente € céculado, e éohtida sua intersecd® com o resultado da intersec@® do setor
corrente inicial com todos os subsequentes.

1.1.4.9 Visvalingam-Whyatt [ViWh93]

Este dgoritmo prop8e uma inversdo da légica utili zada pela maioria dos demais vistos
até aora, que tratam de seledonar os vértices da paligona que sdo necessarios para
atingir o critério de proximidade. Ou seja, os veértices considerados criticos para a
manutencd das caraderisticas da linha sdo seledonados e mantidos. No algoritmo de
Visvalingam-Whyatt, ao contrario, os portos menas significaivos so progressvamente
eliminadogViwh93].



Figura 1.27 - Area efetiva do vértice v

Também no critério de proximidade este dgoritmo se distingue dos demais, uma vez
que utili za o concato de érea efetiva, em vez de disténcias ou éngulos. A érea detiva
corresponcente aum vérticev; € a &eado tridngulo formado pelos vértices vig, Vi € Vis1
(Figura 1.27). A cada pas®, 0 \@rtice ®m menor &rea detiva € diminado, e a &ea
efetiva dos dois vértices adjacentes a de € recdculada, desconsiderando o \értice
eliminado Programal.16).

Procedimento Visvalingam-Whyatt(linha, numvert, tol_area)

inicio
para i=1 até numvert - 2 faca
calcular a area efetiva do vértice i ;

repita

min = vértice com menor area efetiva correspondente ;

se area_efetiva(min) < tol_area

eliminar o vértice min ;

recalcular as areas efetivas dos vizinhos do ponto eliminado ;

até que (area_efetiva(min) >= tol_area) ou
( todos os vértices intermediarios foram eliminados );
fim .

Programa 1.16 - Algoritmo Visvalingam-Whyatt

O critério de diminac® baseado ma gea detiva se inspira predsamente nas medidas
propacstas por McMaster [McMa36] (vide sec@ 1.1.4.D; no entanto, a medida propacsta
é global (linha simplificada versus linha original), enquanto no algoritmo a avaiac® é
feita a caa pas, ousgja, entre aversio anterior da linha e aversio atual. E possvel
armazenar uma lista mntendo G portos eiminados em ordem, juntamente cm a &ea
efetiva rresponcente, para que segja posdvel hierarquizar o resultado e repetir a
simplificac® dnamicamente. No entanto, Visvalingam e Whyatt [ViWh9( aertam
para 0 problema de que ndo é posdvel obter um ranqueamento dcos vértices
smplificados que sga universalmente ac&avel, e demonstram este fato uilizando
comparagdes entre linhas smplificadas manualmente e usando o agoritmo Douglas-
Peucker. Como o Douglas-Peucker € hierarquico e trabalha reaursivamente, em
ocasionamente sdo seledonados vértices em situagdes particulares (por exemplo, no



meio de aurvas abertas) em estégios preliminares do agoritmo, impedindo que outros
vértices, perceptivelmente mais criticos (por exemplo, nes extremidades dessas curvas
abertas) sejam selecionados, distorcendo portanto o resultado final.

Um problema o algoritmo Visvalingam-Whyatt, destacalo pelos préprios autores, € a
escolha do valor de parada: a partir de que &ea detiva o procedimento deve ser
interrompido? Uma rrelac® dreta da dea detiva com a distancia perpendicular,
como utili zada no Douglas-Peucker, ndo pock ser feita, pas a distancia entre os vértices
extremos pode variar. No entanto, cs experimentos redi zados pel os autores indicam que
o agoritmo dferece opatunidades para simplificac@® minima (apenas filtragem de
vértices desnecessarios), Uili zando tolerancias pequenas, e também para generalizacé.
Isto provavelmente deriva do fato de se utilizar uma medida locd — a &ea detiva —
considerada globalmente a caa pass (eliminando o poto com menor &rea detiva aitre
todos os remanescentes na linha).

Geometricamente, o algoritmo se comporta de maneira diferente do algoritmo Douglas-
Peucker, uma vez que @resenta uma tendéncia a “ortar cantos’, e a diminar
progressvamente & caraderisticas inerentes ao tamanho dh feicd (Figura 1.28. O
resultado visual é mais interessante an simplificages mais radicas, pas produz uma
“caricaura” livre das distorgdes grosseiras que caaderizam os resultados da glicacé
do algoritmo Douglas-Peucker com tolerancias grandes (na Figura 1.2& foi utili zada
tolerancia de 100 metros, equivalente a2mm em escda 1:50.000, como a geracd® de
“picos’ (Figura 1.2&). Por outro lado, a diminacd® de uma quantidade menor de
vértices produz uma simplificac® minima razoavel, semelhante a prodwida pelo
algoritmo Douglas-Peucker.

(@) (b) ()

Figura 1.28 - Lago digitalizado com 204 vértices (a), e simplificado pelos
algoritmos de Douglas-Peucker (b) e Visvalingam-Whyatt (c),
mantendo 10% dos vértices originais.

A escdadedigitalizacd® dolago daFigural.28foi 1:50.000.A Figura 1.29compara &
trés representagdes da Figura 1.28 desta vez plotadas em escdas aproximadas de
1:100.000 e 1:200.000. Observe-se cmo o cetalhamento oltido ra digitalizacé®
original torna apaligonal muito complexa, com detalhes praticamente irreconhedveis,
nas duas escdas menores (Figura 1.2%), prodwindo un aspedo excessvamente
poluido. A smplificac® pa Douglas-Peucker (Figura 1.2%) efetivamente diminui a
guantidade de detalhes, mas apresenta vérios “picos’ com aspedo polwco natural. A



smplificac®d pa Visvalingam-Whyatt (Figura 1.2) consegue diminar as feicoes
menaos sgnificativas do lago, como os diversos pequenos estuarios que ocorrem ao seu

redor.
s

@) (b) (©) (d)

Figura 1.29 - Lago daFigura 1.28 original (a) e simplificagdes por
Douglas-Peucker (b) e Visvalingam-Whyatt (c e d), plotado
em escalas 1:100.000 e 1:200.000

Um aspedo ainda melhor poderia ser acancado caso se permitise a utilizagd® do
Visvalingam-Whyatt com mais vértices do que os retidos pelo Douglas-Peucker. Na
Figura 1.2, pa exemplo, a representac® uilizou o dolo dcs vértices que foram
mantidos na Figura 1.2% e Figura 1.2, oltendo uma garéncia mais natural, mas
ainda razoavelmente simples.

Complexdade omputaciond. A implementac@® deste dgoritmo necessta de dguma
estrutura de dados que fadlite aselec®, a cala pas®, do \értice ajja dea detiva sgja
minima. A escolha natural é uma fila de prioridades, sob a forma de um heap binério.
Nessa estrutura de dados, a raiz contém sempre 0 menor elemento, e dementos de um
determinado rivel sdo sempre menores que os elementos do rivel hierarquicamente
inferior. Assm, a inser¢éo inicia (criagd® do heap) é feita en tempo O(n log n),
enquanto a retirada é feita em tempo cons{@it®6] [Sedg90]

Além dis®, esta estrutura de dados predsa ser modificada en cada iteracd® do
algoritmo, umavez que a éiminagd de um vértice causa o recdculo das &reas efetivas
dos dais vizinhcs imediatos, o que por sua vez demanda um rearanjo no heap para
preservar sua propriedade. No caso doagoritmo, pock ocorrer que uma aea detiva ja
presente no heap sgja modificada para mencs ou para mais. No primeiro caso, o item
corresponcente & &ea modificada predsa subir no heap, enquanto no segundo caso o
item predsa descer. Qualquer rearanjo desta natureza en heaps é feito em tempo O(log
n). Como orearanjo éfeito a calaretirada de dementos, o por caso é a eeaucdo deste
paso n vezes, e portanto temos novamente tempo O(n log 1), que € a omplexidade
final do algoritmo.

1.1.4.10 Chan-Chin [ChCh96]

Este dgoritmo propde uma formulacd® dferente para o problema de simplificacé,
baseada na mnstatacd® de que amaioria dos algoritmos usualmente encontrados na
literatura ndo oferecequalquer garantia de otimali dade na solucéo [ChCh9g]. A idéia é
obter, pa meio de témicas de otimizac® bastante cnheddas, a solugéo para um dos
seguintes problemas:

¢ minimo namero de segmentos. dada uma poligona P e uma tolerancia &, construir
uma nova paligonal P’ com distancia perpendicular inferior a &, de modo e esta
poligonal tenha 0 menor nimero possivel de segmentos;



 minimo erro. dada uma podigonad P e um nimero maximo de segmentos (m),
construir uma paligonal aproximada P’ com m ou menos sgmentos de modo e o
erro total seja minimo.

O problema de minimo erro ndo tem aplicacd imediata na &ea de interese deste
trabalho, uma vez que desgamos construir poligonais mais compadas dado un erro
maximo tolerdvel. JA o problema de ndmero minimo de segmentos £ a&ssmeha
bastante an termos de formulagé a dguns dos algoritmos ja anali sados, introdwzindo o
requisito de garantia de otimalidade, ou sgja, de que o resultado tenha um numero
minimo de segmentos e portanto um nimero minimo de vértices.

Para asolugcdo do poblema do minimo nimero de segmentos, o pimeiro pasoO €
construir um grafo G =(V,E), once cala vértice vV representa um veértice v; da
paligonal origina P. O conjunto de aestas E € formado pa todas os pares (r, S) tais que
0 erro corresponcente a segmento V,vs € inferior a €, ousga E = {(r,s) |r <s
eero(r,s) < &. A funcéo erro é exatamente ague determina adistancia perpendicular,
conforme utili zada em diversos outros algoritmos, como o Douglas-Peucker. O grafo G
€ chamado de-grafo deP.

A solucédo do poblema mnsiste en encontrar 0 menor caminho em G de vy até vy,
considerando custo urntario para cala aesta de E. Os vértices encontrados nesse
caminho minimo serdo exatamente os vértices da pdigona aproximada P’, e o
comprimento docaminhominimo informa quantos ssgmentos existirdo em P’. Esta fase
poce ser exeautada en tempo O(n log n), que é o melhor tempo para 0 agoritmo
classico de DijkstrgBaas88][Tarj83].

O principal problema mnsiste en montar o grafo G, checando cada par de vértices para
verificar o atendimento a wndcéo de distdncia méxima. Isto pock ser feito na base da
forca bruta, combinando todos os vértices da padigona entre si, mas levaria tempo
O(n%), uma vez que eistem O(n®) pares de vértices e para cala par seria necessrio
verificar o erro avaliando a disténcia dos vértices intermediérios, 0 que pode @nsumir
tempo O(n). Outros autores apresentaram propcstas emelhantes, oktendo tempo O(n?
log n) [Mek88] [ImIr86], mas Chan e Chin demonstraram a viabilidade de obter o
mesmo resultado em tempo O(n?). De qualquer maneira, este tempo é dominante sobre
0 tempo e processamento do caminho minimo, e superior aos apresentados pelos
algoritmos anteriores, que ndo garantem resultados 6timos.

Um outro problema a onsiderar € determinar se a acolha de vértices que minimizam o
ndmero de segmentos da paligonal resultante € cpaz de produwzir resultados acetaveis
do porio e vista da estética e funcionalidade catogréficas. Além dis, existe o
problema do tempo de processamento e o fato de o algoritmo néo prodwzir uma
hierarquia de vértices na saida, sendo patanto de @licac® powco indicada para
generalizac® dinamica No entanto, como os resultados prodwzidos 80 garantidamente
6timos quanto ao nimero de vértices e segmentos, torna-se posdvel utili zar o resultado
deste dgoritmo pera verificar e cmmparar a diciéncia dos demais quanto a mmpadacad
da poligonal.



1.1.4.11 Li-Openshaw [LiOp92]

Li e Openshaw [LiOp92 formularam uma série de dgoritmos para simplificac® de
linhas a partir de um chamado “ principio natural” da generalizac@. Este principio parte
da mnstatacd de que existem limites para acgpaddade humana de perceber detalhes, e
também limites quanto a resolugcéo das dispaositivos utili zados para visualizagéd, como
os monitores de video dos computadores atuais. Por exemplo, considere-se se um
determinado oljeto pdigonal, desenhado ratela do computador utili zando sua méxima
resolucZo. A medida en que se diminui a escda de gresentacd, o ofeto dminui de
tamanho ra tela, utilizando uma quantidade menor de pixels para sua representacé.
Eventuamente, a escda diminui tanto que o oljeto se transforma en um Unico pixel, e
depois menos do qe is®, sendo entdo imposdvel representalo na tela en suas
dimensdes aproximadas.

Destaforma, a oncepcéo das algoritmos parte da deducédo dotamanho domenor objeto
visivel (smallest visible objed, ou SVO). Naturalmente, o tamanho doSVO é epreso
nas unidades de medida da tela ou domapa, e portanto pock ser traduzido em medidas
reds através da glicac® do fator de escda. Li e Openshaw utilizam um resultado
anterior, oltido pa Mduller [Mull87], que indica o valor de 0,4mm como sendo o
minimo necessrio para assegurar a separabili dade visual dos objetos, com base na
espesaura das linhas plotadas e na resolucéd do dho humano. Qualquer detalhe de
tamanho menor € desnecessirio: virtualmente toda ainformac® adicionad que «ista é
perdida, pdas os humanos ndo séo cgpazes de percebé-la. Outro estudo domesmo autor
[Mull9Ca] usa 0 mesmo conceto na deteccd de nflitos entre dementos
generalizados.

Li e Openshaw propuseram trés algoritmos diferentes: vetorial, raster, e um tercero que
combina anbaos. No primeiro, é gerado um circulo cujo dametro é o dobro tamanho do
SVO sobre o primeiro vértice Todo detalhamento interior ao circulo € desprezado, e €
substituido pa um “centréide”, que € o porto médio do segmento urindo o \értice
inicial (centro docirculo) e o porto onck o circulo intercepta apaigonal. Ness Ultimo
porto, oalgoritmo é reiniciado, repetindo a mesma operac® até que o verticefinal sga
inserido em um circulo. O resultado é interessante, pas forca a éminac@® de detalhes
de tamanho inferior a0 do SVO, prodwzindo representagdes bastante suavizadas e de
aspedo red. No entanto, este dgoritmo ndo seledona vértices da paigona origina, e
portanto € ndo-hierarquico. Outro problema éque ndo é forgada autili zac@® do gimeiro
e do ultimo vértices, o que pode gerar inconsisténcias topoldgicas na visualizagao.

Na versdo raster do algoritmo é utili zado, em lugar do circulo, un pixel de tamanho
equivalente @ doSVO. O processamento é esencialmente o mesmo da versdo vetoria,
com a diferencade estarem sendo escolhidos pixels espedficos, dentro de uma matriz,
gue ficardo “ligados” para representar a poligonal.

A versio raster-vedor combina 0s portos positivos das duas aternativas anteriores. E
utilizado un quadrado, como ma versdo raster, mas que poce estar posicionado
arbitrariamente, como o centréide da versdo vetorial. Os resultados da glicac® deste
algoritmo apresentam boa cnsisténcia geométrica, espedamente quando comparados
com resultados do agoritmo Douglas-Peucker em simplificages radicas [LiOp9Z. No
entanto, ¢s autores aportam problemas na simplificac® de crredores estreitos, que
podem ser funddos em uma sd linha, gerando uma garéncia indesgavel. Outro



problema gontado corresponce as critérios de escolha do tamanho do SVO para
geracd® de representagdes em outras escdas. Testes e experiéncias redizados pelos
autores indicam como adequado valores da ordem de 0,5 a 0,6 mm.

1.1.4.12 Comparacao entre os algoritmos

Como foi visto nesta se¢@, existem muitos algoritmos para simplificac® de poligonais,
com boa diciéncia computadonal e comportamento geométrico acetavel dentro de
limites. Dentre os algoritmos apresentados, 0 Douglas-Peucker se destacapor ser o mais
utilizado nes dgstemas comerciais, e por viabilizar a wnstrucéd de uma &vore binaria
para estruturar o resultado do pocessamento. E também um algoritmo que gresenta
bors resultados na simplificag@® com tolerancias baixas, com a manutencédo de uma
parcda significativa dos vértices. No entanto, seu comportamento geométrico deixa a
desgar em situagdes de simplificac® mais radicd, com mudancas de escda
relativamente grandes. O algoritmo Visvalingam-Whyatt parece oferece uma solucéo
mais interessante para asimplificac® radica, mantendo a posshili dade de estruturar os
resultados para amazenamento. No entanto, a fixac&® do mrametro de tolerancia pocde
ser probleméatica O algoritmo Zhao-Sadfeld € uma dternativainteressante ergpida para
a filtragem de vértices desnecessrios a0 longo do poces de digitalizac®. Seu
funcionamento incremental, no entanto, dficulta sua utilizacd® pera generalizac®
dindmica, pois ndo existe maneira 6bvia de estruturar e armazenar seus resultados.

1.1.5 Geometria de poligonos

Uma parcda importante do trabaho de geometria computadona é redizada sobre
poigoncs. Estes constituem uma maneira @nweniente de representar, em um
computador, entidades do mundored cuja dstrac® transmite anocéo de aea Estes
tipas de objetos 5o muito comuns em SIG, sendo muitas vezes denominadaos “objetos
de &ea’, e sB0 usados para representar graficamente entidades bidimensionais, tais
como o contorno ¢k alificages, propriedades, regides de uso dosolo e, genericamente,
todo tipo de divisdo territorial, tais como estadas, municipios, bairros e setores
censité&rios. A maioria dos paigonas encontrados em bancos de dados geograficos o
muito simples, mas podem existir objetos paligonais muito complicados. Por exemplo,
€ muito provavel que o formato de uma dlificac® seja muito mais smples que a
fronteira entre dois municipios, umavez que o primeiro € aiado pelo hanem, enquanto
o0 segundoé tipicamente definido pa elementos naturais, tais como rios ou dvisores de
aguas.

Dado o w0 intensivo de pdigoncs em SIG, e anatureza das aplicagdes usuais, 0s
algoritmos empregados para trabalhar com poigoncs predsam ser escolhidos
cuidadosamente. Neste sentido, a diciéncia pode ser uma decorréncia da divisdo do
poigono em partes mais smples, como tridngulos. Nesta se¢d®, serdo apresentados
algoritmos que eigem a divisdo do pdigono em tridngulos, como o cdculo de &ea e
centro de gravidade, aém do agoritmo para triangulac@® propriamente dito. Além
diso, serdo apresentados elementos de aitmética de padigoncs, incluindo undo,
intersecao e criacao teffers



1.1.5.1 Propriedades basicas e triangulacao

Definigbes. Um padligono é aregido do pano limitada por uma ®lecd finita de
segmentos, formando uma curva fechada simples. Um segmento € o subconjunto
fechado dos pontos de uma reta compreendidos entrpaiiss extremos

Mais formalmente, um poligono pode ser definido como se segue:

Definicdo 14 - Sgam v,,Vv,,...,V,., n portos do @dano. Segam

ay = VoV, =VV,,...,a,_, =V,_,V, N segmentos, conedando ¢ portos. Estes
segmentos limitam um poigono P se, e somente se, (1) a intersec® de
segmentos adjacentes € unicamente o porto extremo compartilhado pa eles (ou
sga a na,, =V,,), e (2) segmentos ndo adjacaites ndo se interceptam (ou
seja,a, n a; = para toddq, j tais quej #i +1).

Os portos v, e 0s ssgmentos g sdo chamados respedivamente os vértices e & arestas do
paligono. As arestas formam uma curva porque séo conedados squenciamente, pelos
portos extremos. A curva éfechadaporque o Utimo segmento coneda o Utimo vértice
a0 primeiro. A curva fechada édenominada simples porque ndo existem intersegdes de
arestas ndo adjacentes. Se a @nd¢éo (2) ndo for observada, ainda a&sm o oljeto é
chamado, em muitas stuagdes, de paligono, mas sra um poigono ndo-simples (Figura
1.30. Em gerd, todos os paligonos mencionados de agora em diante seréo considerados
simples, a menos que explicitamente se dirme o contrario. A definicd adma poderia
ser baseada na definicéo de linha poligonal, uma vez que o pdigono é exatamente uma
poigonal fedhada. O fato de ser fechada, no entanto, aaescenta propriedades
importantes, como veremos a seguir.

(a) (b)

Figura 1.30 - Poligonos nao-simples (a) e simples (b)

Outro concato importante eavolvendo pdigonacs € o de convexdade. Um conjunto Sde
portos é dito conveo se, para quaisquer dois portos p; € p2 em S 0 segmento pip, esta
inteiramente @mntido em S. Um poligono simples € entdo dito convexo se seu interior
forma um conjunto convexo.

Note-se que o pdigono,sendoaregido do pano limitada pelas arestas, contém todos os
portos internos. Em muitas aplicagdes e dgoritmos, no entanto, existe anecessdade de
distinguir entre afronteira e aregido limitada pelo pdigono. Assm, serd usada aqui a
notacd d P para representar a fronteira, enquanto P representard aregido. Isto significa
quedP O P. O simbdo de derivada parcia é usado paque, no sentido topddgico, a
fronteira € aderivada parciad da regido. A partir desta defini¢cé, concluimos que o
paligono, entendido como sendo a regido, dvide o plano em duas partes. o interior



(limitado) e o exerior (ilimitado). Este mncato é fundamental para glicages de SIG
envolvendo poligonos.

Observe-se também que adefinicdo adma ndo considera aposshili dade da existéncia
de “ilhas’ ou “burams’ no pdigono, una vez que o pdigono ceve nter todos 0s
portos do dano no interior da fronteira. Em algumas definicdes de poligoncs
encontradas na literatura, tal possbili dade é eplicitamente descartada pelo uso de uma
regra que dirma que nenhum subconunto das arestas do pdigono compartilha a
propriedade do pdigono, ousga, nenhum subconjunto de aestas forma uma airva
fedhada simples. Tais objetos, no entanto, freqlentemente grarecen em problemas
préticos, como o contorno ce elificacd apresentado ma Figura 1.31 O edificio tem um
“buram” em seu contorno, qte funciona cmo coluna de ventilacd. A area ocupada
pelo edificio pocdk ser aproximada por um poligono no gqal o que eéaum buram passa a
ser conedado com o exterior. Naturalmente, a largura do corredor entre 0 bua e o
exterior determina a qualidade da groximac®, tanto visuamente (esteticamente)
guanto numericamente. Esta témica € aplamente utilizada en SIG, para preservar a
correc® de mapas tematicos e a posshilidade de gerar cdculos de &ea mais
aproximados.

(a) poligono com buraco (b) buraco aproximado

Figura 1.31 - Aproximacao de buraco em poligono

Em geometria computadonal a seqiéncia dos vértices de um paligono é dada enm
sentido anti-horario, pa convencéo. Este ndo € o caso da maioria dos produos de SIG,
gue ndo exigem qualquer ordenacd® espeda dos vértices de um paoligono @ra acéalo
no banco de dados geogréfico. Alguns nem mesmo verifican se o pdigono é ou réo
simples, antes de acéar sua inclusdo. Isto pock levar a problemas, como veremos
posteriormente.

Alguns problemas e glicages de geometria cmmputadona usam a nogéo de paligoncs
estrelados [FiCa91]. Sdo pdigoncs para 0s quais existe um porto z, ndo-externo, tal que
paratodcs os portos p contidos no pdigono osegmento zp esta inteiramente contido no
paigono. O conjunto Z de portos que compartilham esta propriedade é denominado
ndcleo do pdigono. Naturalmente, todcs os padigonas convexos sio em formato de
estrela, e 0 seu nicleo coincide cm o proprio pdigono. Outros exemplos de paligoncs
estrelados estédo apresentadoBigaral.32



®;

Figura 1.32 - Poligonos estrelados e pontos pertencente:
ao nucleo(2)

O Problema da Galeria de Arte. O Problema da Galeria de Arte éum classco da
geometria aJja solucéo condwz naturalmente a problema de triangulacé de poligonacs,
importante an geoprocessamento. Neste problema, a planta poligonal de uma galeria de
arte deve ser coberta (vigiada) por um determinado nimero de guardas estadonérios.
Cada guarda pode enxergar tudoao seu redor mas, naturalmente, ndo consegue enxergar
através das paredes (arestas do pdigong). Is significaque cala guarda tem uma faixa
de 2mtradianos de visibili dade. O problema mnsiste an determinar quantos guardas s8o
necessarios, no minimo, para vigiar a galeria.

Definicdo 1.5 - Um porto B é visivd par um porto A em um poligono P se, e
somente se, 0 segmento fechado AB ndo contém nenhum porto exterior a P
(ABO P). B é dito claramente vsivd por A se AB ndo contém nenhum porto

da fronteira dé&> (dP) que ndA eB (ABn dP :{A, B} ).

Observe-se que eta definicdb permite que os vértices estggam no caminho dca
visibili dade, sem bloquea a visdo do guarda. Definicbes aternativas poderiam excluir
esta possibilidade.

Definicdo 1.6 - Um conjunto de guardas cobre um poligono P se todo poro em
P é visivel por algum guarda.

Portanto, um guarda € um porto contido no pdigono. Assume-se que 0s guardas ndo
impedem a visdo urs dos outros. A Figura 1.33 apresenta um poligono ¢ 6 lados que
poce ser coberto pa um unico guarda. Como veremos adiante, um guarda ndo é
suficiente para cobrir qualquer poligono de 6 lados.

Figura 1.33 - O guarda G cobretodo o poligono; o pontoX évisivela partir de G



O Problema da Galeria de Arte procura determinar 0 maximo, dentre todos os poligoncs
de n lados, do menor nimero de guardas necessario para @hrir o pdigono. Em outras
palavras, qual € 0 menor nimero de guardas necessrio no*“pior caso” paraum poligono
de n vértices. Por exemplo, na Figura 1.33apenas um guarda foi suficiente para wbrir o
paigono & 6 lados. A Figura 1.34 mostra dois casos de paigonacs de 6 lados que
exigem dois guardas. Portanto, a resposta para o Problema da Galeria de Arte é ‘pelo
menos dois guardas’. A esta dtura, diz-se “pelo menos’ porque a prova desta
necessidade ainda nao foi apresentada.

Figura 1.34 - Dois poligonos de seis lados que exigem dois guardas

Paraum dado pdigono ce n vértices, existe sempre um nimero necessario (minimo) de
guardas. E necessirio mostrar que este ndmero € suficiente para todos os poligonos de n
vértices. Formalmente, o poblema € determinar os valores de uma funcéd G(n),
definida dwmo G(n) = max, g(R,), once P, € um poligono generico de n vértices, e a

funcdog(P) determina o minimo nimero de guardas para um poligono espéxifico

Obviamente, G(3) = 1, uma vez que qualquer tridngulo é mnwvexo, e portanto pock ser
coberto pa um Unico guarda. Pode-se mostrar fadlmente que também G(4) =1 e G(5) =
1. No entanto, G(6) = 2, como se pocke perceber pela Figura 1.34 confirmando po
experimentac. Isto leva auma wnjeturainicial, de que G(n) = M/ 30 Essa mnjetura
foi provada por Fisk, em 1978, usando triangulacao de poligonos.

A técnica de triangulacéo de poligonos empregada por Fisk usa a nalidgoeais

Definicdo 1.7 - Uma diagond de um poligono P € um segmento cujos porntos
extremos 0 dds de seus vértices v; e v; tais que v; e v; sdo claramente \isives
um pelo outro.

Portanto, pela definicd de “claramente visivel”, a diagonal ndo pock interceptar a
fronteira do pdigono. Duas diagonais s0 dtas ndo-interceptantes se sua intersecé
ocorre genas na fronteira, ou sgja, em um dos vértices. Adicionando dagonais ndo-
interceptantes a um poligono, em qualquer ordem, e terminando oproces quando réo
for mais posdvel inserir novas diagonais, o pdigonoé particionado em tridngulos. Isto é
denominado umatriangulac@® do pdigono,e ésempre posdvel (vide demonstrac@® em
[ORou94). Em geral, existem muitas maneiras de triangular um poligono, dependendo
da seqiiéncia de langamento das diagonais. Foi provado que qualquer poligono pod ser
triangulado usando este processo.

A prova de Fisk inicidmente exeata atriangulagd® de um paligono, formando um
grafo no q@a os nés $0 os Vértices, e 0s arcos S0 as diagonais e 0s egmentos da
fronteira. Fisk mostra que este grafo poce sempre ser colorido com trés cores. Uma vez
que 0 proces de mloracd segjainiciado pelos vértices de um tridngulo arbitrario, os



vértices aubseqlentes o sempre forcados a aumir cores, com base no
compartil hamento de diagonais e na aljacécia de tridngulos (a Figura 1.35 contém um
exemplo). Ja que cala triangulo compartilha pelo menos um de seus lados com outro
triangulo (em qualquer paligonocom n = 4), o vértice opasto tem sua mloracé forcada
pel as escol has anteriores de @res. Assm, se cala um dos n vértices recébeu uma de trés
cores, pode-se @ncluir que pelo menos uma das cores pode ser encontrada em, no
maximo, n / 3 vértices. Ou sgja, G(n) = M/ 3] paque M um guarda en cada um
dos veértices correspondentes a cor menos usada € possivel cobrir todo o poligono.

Figura 1.35 - Para este poligono com 14 vértices, 4 guardas séo suficientes (nos
vértices pretos)

Triangulacdo de poligonos. Na solugéo doProblema da Galeria de Arte foi utili zada a
triangulacd® de padigoncs, e dirmou-se que atriangulacd® € sempre posdvel. Para
provar esta dirmac®, é necessrio estabelece algumas condcles iniciais, relativas a
convexidade de vértices e a existéncia de diagonais.

Definicdo 1.8 - Um vértice estritamente conve»o de um poligonoP € um vértice
no qual, quando se caninha em sentido anti-horario pela fronteira do pdigono,
faz-se uma arva a equerda. Analogamente, um vé&ticereflexo € aquele no qual
se faz uma aurva adireita. Observe-se que, quando se caninha pela fronteira de
um poligono em sentido anti-horario, o interior esta sempre a esquerda.

Lema 1.1 - Existe sempre pelo menos um vértice estritamente mnvexo em um
poligono P.

Prova - Seledonar, dentre os vértices de P, aquele com a menor coordenada y.
Se «istir mais de um vértice ®m a mesma ordenada, escolher aquele mm a
maior abscissa. Sgja v; este vértice Nesta situac®, tem-se y(vi.1) = y(v) e
y(vi+1) > y(v), € o interior esta totalmente aéma de v;. Portanto, € necessario
fazer uma aurva a equerda en v; quando se caminha em sentido anti-horario, de
Vi1 paravi«1 , € portanto v; € um vértice estritamente convexo (vide Figura 1.36
para uma visualizacao da prova).



(a) (b) (c)

Figura 1.36 - Curva a esquerda no vértice inferior mais a direita,
gue tem de ser estritamente convexo

Lemal.2 - Todo poligono P com mais de 3 vértices tem uma diagonal.

Prova - Sgja v um vértice estritamente mnvexo, cuja eisténcia foi garantida
pelo Lema l.1l. Sgam vi; e Vi+1 0s vértices imediatamente aljacentes avi. Se o
segmento Vi_1Vi+1 ndo for uma diagonal, entdo ele (i) interceptad P, ou (ii) ele é
exterior a P (Figura 1.37). Em ambas os casos, o tridngulo Vvi-1ViVi«1 contém pelo
menaos um outro Vértice de P, umavez que n = 4. Um dos vértices incluidos no
tridngulo Vi.1Vivi+1 ir& formar uma diagonal com vi. Este vértice pode ser
encontrado pesquisando em uma linha paralela a segmento vi_;vi+1 , comegando
em Vv, e deslocando-a em direcd a Vi.1vi+1 até que um vértice x sgja encontrado.
Ja que o tridngulo vi.1vivi.1 foi varrido desde vi, sem que qualquer outro vértice
tivese sido encontrado, 0 segmento Vix ndo interceptad P num porto da
fronteira diferente de oux, e portanto constitui uma diagonal.

V. V. ~ - V.
Vi Vi

(a) (b) (c)

Figura 1.37 - Trés situacdes possiveis rieema 1.2 (a) vi-1Vi+1 € uma diagonal,
(b) vi-1vi+1 intercepta a fronteira e (C)vi.1Vvi+1 € exterior aP

Este lema demonstrou que qualquer poligono com mais de 3 vértices deve ter pelo
menaos uma diagonal. Observe-se, no entanto, gue qualquer diagonal encontrada dividira



o pdigono em duas partes. Se uma parte fica com apenas trés vértices, tem-se
obviamente um tridngulo. Se fica com mais de trés vértices, formara também um
paligono, gwe também tem pelo menos uma diagonal. Reaursivamente, chega-se auma
triangulacdo completa. O teorema abaixo formaliza esta concluséo.

Teoremal.2 - Todo poligono de n vértices pode ser triangulado

Prova - Sen =3, o pdigonoja éum tridangulo. Se n = 4, o pdigono poc ser
dividido pela aicédo de uma diagonal, usando o0 poces descrito noLemal.2.
Uma diagonal, quando encontrada, divide o pdigono em dois $m adicionar
noves veértices. Cada uma das partes € um paligono, compartilhando una aesta,
gue é adiagonal, e cala uma das partes tem menas de n vértices. Prosseguindo,
cada parte pode ser dividida reaursivamente @&é que se degue a uma
triangulacdo completa.

A triangulacd® de um padigono tem diversas propriedades, que sdo Uteis para &
aplicacdes.

Lema 1.3 - Toda trianguacdo de um poligono P com n vétices usa n - 3
diagonais e gera n - 2 triangulos.

Prova- A prova é por indugéo sobre o niumero de vértices.
Base:Sen = 3, entdo existem 3 - 3 = 0 diagonais e 3 - 2 = 1 triangulo.
Hipotese indutivaSen = 4, entdo existem - 3 diagonais @ - 2 tridangulos.

Pass induivo: Sgiam n; e n, 0o numero de vértices dos paligoncs P; e Py,
ohtidos pela divisdo de P por uma diagonal d. Naturamente, n = n; + np + 2,
uma vez que os portos extremos da diagonal d sdo contados duas vezes. Se a
hipdtese induiva for verdadeira, entédo P, terd n; - 3 dagonais e gerard n; - 2
tridngulos, e P, teran, - 3 dagonais e geraran, - 2 tridngulos. No total, existirdo
(n-3) + (nz-3) + 1 =n- 3 dagonais (incluindod), e(ny - 2) + (n;-2) =n-2
triangulos, o que confirma a hipotese indutiva.

Um corolario ao Lema 1.3 € que asoma dos angulos internos de um poligono com n
vértices é (n - 2)i, corresponendo a soma da ontribuicdo de cala um dos
(n- 2) triangulos, cada qual tendo somatério de angulos internos igual a

Em seguida, uma série de resultados que arreladonam triangulagdes a grafos réo
apresentados. Estas propriedades 8o (teis em diversas Stuagdes praticas, como sera
apresentado até o fim deste capitulo.

Definicdo 1.9 - O dud datriangulac@® de um paligonoé um grafo, formado pa
nés que @rresponcem a cala tridngulo, e acos ligando né& cujos triangulos
correspondentes compartilham uma diagoRigural.38.

No grafo dual, cada n6 claramente terd grau maximo igua a 3, uma vez que cala
triangulo tem no maximo trés lados para compartilhar.

Lemal.4 - O dual de uma triangulacé&o nao tem ciclos.



Prova- vide [ORou94]

Se o dual de umatriangulac@® néo tem ciclos, entdo trata-se de uma &vore. Como cada
no tem grau maximo de 3, entdo a avore €bindria, quando se escolhe uma raiz com
grau 1 ou 2.Esta mrrespondncia eitre triangulacé@® de poligonas e &vores binérias é
muito util na implementacéo de algoritmos de geometria computacional.

Figura 1.38 - Uma triangulacdo e sua arvore dual

1.1.5.2 Area de um poligono

A &reade um paligono poa ser cdculada en tempo linea com relac@® ao nimero de
vértices, usando um somatério simples, baseado na soma de areas de triangulos.

O cdculo pock ser feito como se segue. Sgjam x; e y; as coordenadas do \ertice v do
poligonoP, comn vértices. A area do poligono é dada por

n-1

A(P) :% / (% Yisr = ¥ %i1) (114

Observe-se que, na expressio adma, quandosetem i =n-1, énecessrioter x, = X, €
Y, = Y,, de acordo com a defini¢do de poligono, caracterizando o seu fechamento.

O sina da &ea céculadaindicao sentido da seqiiéncia de vértices. A éreasera negativa
se 0s Vértices estiverem em sentido haério, ou paitiva se en sentido anti-horério,
exatamente @mo no caso da &eado tridngulo (Equacd 1.1). Como jafoi dito, a base
doradocinio parao desenvovimento dosomatério € o mesmo docdculo da deade um
tridngulo. O somatorio da Equac® 1.14 corresponce asoma da &eade n tridngulos,
formados entre um porto arbitrério (no caso, a origem do sistema de mordenadas) e
cada par sequencial de vértices (vi, Vi+1). A demonstracd® pock ser encontrada em
[FiCa91]

Caso se desgie simplesmente determinar a orientac® dcs vértices, existe dnda um
método mais rapido. Basta determinar o vértice inferior e mais a direita do pdigono, e
entdo cdcular o produo vetorial das duas arestas que se mnedam naquele vértice 1S
funciona porque, como ja gresentado anteriormente, este vértice € necessariamente
convexo, e portanto 0 angulo interno teseado rele é menor que 18(F. Entdo, a
orientac® global do pdigono poe ser deduzida a partir da orientac@® do tridngulo



formado entre este vértice eseus vizinhas imediatos. Este método € também O(n), mas
evita todas as multiplicacdes e somas necessarias para o calculo da area.

1.1.5.3 Determinagé&o do centréide de um poligono

Em muitas stuagdes préticas, € necessrio determinar, dado um paigono quaquer, seu
centro de gravidadce ou centro de massa, mais conheddo em SIG como centréide. Em
SIG, o centrGide é muitas vezes criado e reladonado ao pdigono para viabilizar o
armazenamento de dados alfanuméricos associados no benco de dados geogréfico. E
também usado como porto de lancamento automético de textos graficos, para
identificagcéo de elementos em tela e plotados.

O centréide de um padigono poe ser ohtido a partir da sua divisdo em tridngulos,
cdculando em seguida a média ponderada dos centros de gravidade dos tridngulos
usando suas dreas como peso™’. O centro de gravidade de cala triangulo é smplesmente
a média das coordenadas de seus vértices, ou sgja, as coordenadas do centro de
gravidade de um triangulo ABC seriam:

XG:XA+XSB+XC yG:yA+y?I,3+yC

Embora este processo sgja relativamente simples, presuupfe-se aimplementacé@® de um
algoritmo de triangulac® de poligonocs. Os centroides dos tridngulos sio combinados
usando um proceso de média ponderada pela dea Assm, o centrGide de um poligono
formado pa dais trigngulos T, e Ty, cujos centréides o, respedivamente, (X1, Ye1) €
(Xc2, Ya2) € 0 pontoXg, Ys), onde

X S(T,) + %6, S(T,)
S(T,) + S(T,)
Y S(T) + Ve, S(T,)
Yo T TS + S(T,)

Xg =

e o centréide do pdigono poca ser determinado e maneira incremental, adicionando
um tridngulo e seu centrGide por vez e cdculando as coordenadas do centréide do
conjunto.

No entanto, existe uma solucéo mais smples e independente da triangulacé®, e que leva
em conta triangulos com areas positivas e negativas, como no cdculo da &ea do
paigono. O mesmo proces de média pondrada pela &ea pode ser usado,
considerando todas os tridngulos formados entre um ponto fixo, pa exemplo (0, 0), e
cada par de vértices sucessivosM:1).

Assim, temos que

1% Este resultado podk ser demonstrado usando as coordenadas baricéntricas, conforme gresentado na
secaal.l1.2.] atribuindo valores iguais a 1/3 para os paramétok e A; (Equacad..3).



n-1

A(P) = % z (X Yisr = ¥iXis1)

1=0

n-1
; (Xi+1 + Xi) x (Xi Yier =Y Xi+1)

et 3A(P) (1.15)
; (Yiar i) X (X Yiar = YiXisa)
Ye = 3A(P)

O resultado poce ser fadlmente implementado em um agoritmo com complexidade
O(n), que naturalmente pode fornece ao mesmo tempo a aeado pdigono (Programa
1.17).

func@o centréidePoligono(Poligono P): Ponto
inicio

real parcela, xc =0, yc = 0;

inteiro i,il;

Ponto pt;

para i=0 até i <P.numVértices faca
inicio

i1 =(({ + 1) mod P.numVértices);

parcela = ((P.fronteira[i].x * P.fronteira[il].y) -
(P.fronteira[i].y * P.fronteira[i1].x));

S =S + parcela;
xc = xc + (P.fronteira[i].x +P.fronteira[i1]. X) * parcela;
yc = yc + (P.fronteira[i].y +P.fronteira[il].y) * parcela;

fim ;

se (S!1=0) entdo inicio
xc=xc/(3*S);
yc=yc/(3*S),
fim sendo inicio
xc =0;
yc =0;
sinalizar erro e retornar ;

fim ;
S=S/2

pt.X = XC;

pty =yc;
retorne  (pt);
fim. —

Programa 1.17 - FuncéocentroidePoligono

Mas apesar da simplicidade do processn, réo existe garantia de que o centréide sera um
porto pertencente ao pdigono. Caso sgja hecessario encontrar um porto interno a um
paigono simples dado, podk-se utilizar o seguinte proces, que busca predsamente
identificar rapidamente uma diagonal do poligf@dBou94}

e identificar um vértice onwexo v; (por exemplo, o \értice inferior mais a
direita, conforme demonstrado na setdo5.)
 para cada outro vertiesgdo poligono verificar:



 sey; estiver dentro do triangul@iVvivi:1, entéo calcular a distanora,
« armazenay; emq se esta distancia for um novo minimo
» aofina do proces, se dgum porto interior a vi.1Vivi+1 for encontrado, entéo
0 porto médio do segmento qv; € interior a0 pdigong, se nenhum pono
interior for encontrado, entdo o poro médio do segmento Vi.1Vi+1 (OU mesmo
o centréide do trianguha.;vivi+1) € interior ao poligono.

Curiosamente, parte da literatura de SIG e mesmo a nomenclatura alotada por alguns
sistemas considera uma definicdo aternativa de centréide, em que mesmo se Situa
“aproximadamente no centro do pdigond’ [LaTh9Z. Assm, o centréide pode ser
determinado pa diversos processos, como o centro do retngulo envolvente minimo, o
centro de um circulo inscrito ou circunscrito ao pdigono, ou mesmo definido
intuitivamente pelo usu&rio. Uma forma freqlentemente usada para determinar um
centréide nsiste en simplesmente obter a média aitmética das coordenadas x ey dos
vértices. Embora menos computadonalmente intensivo do que o método apresentado
nesta se¢c@®, 0 poces da média tem seus resultados afetados por caraderisticas dos
objetos, ou mesmo pelo proceso de digitalizac® dos pdigoncs. Como se pode
perceber na Figura 1.39 a «isténcia, pa aguma razéo, de uma @ncentracé® de
vérticesem umaregido do pdigono causa um deslocamento indesgjavel do centréide. O
deslocamento ocorre justamente an direc@ aregido com maior densidade de vértices, o
gue pode prejudicar aplicacées simples, como o posicionamento de textos graficos.

Figura 1.39 - Centréides calculados pela média (M) e como centro de gravidafl@)

1.1.5.4 Ponto em poligono

Um dos problemas mais importantes em SIG consiste an determinar se um dado poro
esté dentro oufora de um padigono. E resolvido, pa exemplo, Vérias vezes cada vez que
se usa 0 bado do mouse para seledonar um objeto na tela. Embora a solucéo sgja
relativamente simples, € necessario tomar muito cuidado com casos espedais e
problemas numéricos, fazendo com que uma implementacéd® redmente robusta sga
relativamente dificil de alcancar.

O principio fundamental para determinar se um porto Q estd ou réo dentro de um
paligono P consiste an traca, a partir de Q, uma semi-reta an uma direcad qualquer.
Quando esta semi-reta intercepta 0 pdigono um ndmero impar de vezes, entdo o poro



esta dentro do pdigong caso contrario, ou sgja, caso exista um ndmero par de
intersecdes, 0 ponto esta foFagural.40).

Figura 1.40 - Ponto em poligono

Por conveniéncia, adota-se en geral uma semi-reta paralela a eixo dos x passando po
Q e se estendendo para adireita. A contagem do nimero de intersegdes pode ser feita
com fadlidade, verificando guantos sgmentos tém um porto extremo adma e ouro
abaixo deyq. Destes, é predso verificar em quantos a interse¢@ com a semi-reta ocorre
em um porto de @scissamaior que xo. A maior dificuldade esta no tratamento de caos
degenerados, como:

a semi-reta passa por uma aresta do poligéigoral.41a);
a semi-reta passa por um vértice do poligéigufal.4lb);
0 pontoQ esta sobre a fronteira do poligofaglral.4lc);

0 pontoQ coincide com um vértice do poligon&idqural.4id).
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Figura 1.41 - Ponto em poligono - casos degenerados

Para estes casos, a solugéo estd an adotar um critério para a ©ntagem de intersegdes de
modo que:

* Se areta passa por um Vértice a intersecd® deve ser considerada genas ® for o
vértice com maior ordenada do segmento, e ignorada caso contrario;

* Se aretapassa por um segmento do contorno do pdigono, renhuma intersecé® deve
ser considerada;

* Se 0 porto Q pertence aum segmento do contorno (excelo portos extremos),
considerar como uma intersecao.

O caso em que Q coincide com um veértice pode ser tratado pelo primeiro critério. O
terceiro critério faz com que todcs os portos da fronteira sgjam considerados como
pertencentes ao poligono.



funcdo pontoEmRetangulo(Ponto Q, Ponto A, Ponto B): booleano
[* testa se Q esta contido no retangulo definido por A e B */

inicio

Ponto C, D;

Cx= min(AX, B.x);

Cy= min(Ay, B.y);

D.x= max(A.x, B.x);

Dy= maxAy, B.y);

retorne  ((Q.x >=C.x) e (Q.x<=D.x) e
; (Qy>=C.y) e (Qy <=D.y));
im .

Programa 1.18 - FuncdopontoEmRetangulo

Assm, pode-se onstruir um agoritmo (Programa 1.19, que daramente tem
complexidade O(n), sendo n 0 nimero de vértices do pdigono. Observe-se que foi
incluido un teste de reeicéo rapida (Programa 1.18, comparando 0 poto com o
retangulo envalvente minimo do pdigono, considerando Qe este tenha sido
previamente determinado e amazenado. Este teste, que tem complexidade O(1), pode
representar um ganho e desempenhoimportante para SIG, onde pontoEmPoligono

é freqiientemente usada.

funcéo pontoEmPoligono(Ponto Q, Poligono P): booleano
inicio

inteiro i, numintersec¢ées = 0;

Ponto C, D;

se (néo (pontoEmRetangulo(Q, P.REMp1, P.REMp2))
entdo retorne falso ;

para i=0 até i < P.numVértices faca
inicio

C = P.fronteirali];
D = P.fronteira[i + 1];

se (C.y!=Dy)
entdo inicio
calcular intersecéo;
se ( intersec¢éo for a direita de Q )
entdo numinterse¢des = numintersecdes + 1;
fim entdo ;
fim ;
retorne  ((numintersecdes mod 2) != 0);

fim .

Programa 1.19 - FuncdopontoEmPoligono

O’ Rourke [ORou94 prop@e uma variacd® em que aintersecd € mnsiderada genas
um dos portos extremos do segmento da fronteira estiver estritamente adma ou abaixo
da semi-reta, enquanto o ouro pock estar dolado op®to ousobre asemi-reta (Programa
1.20"). Desta forma, é intencionadmente forcada uma situac® em que portos

O Programa 1.20, embora use os mesmos critérios de solucdd de caos degenerados, difere do
apresentado em [ORou94], pois ndo rediza amudanca de @xos propasta (que pode ser inconveniente), e
procura tirar partido das funcdes desenvolvidas na se¢do anterior.



pertencentes a determinados segmentos da fronteira sdo considerados como pertencentes
ao pdigono, enquanto ouros sio considerados como ndo pertencentes. Como exemplo,
considere-se um retangulo com lados paralelos aos eixos. Pelo agoritmo do Programa
1.20, portos nas laterais esquerda e inferior sdo considerados dentro, e portos nas
laterais direita e superior sdo considerados fora do pdigono. Este aitério é o mais
recomendavel em situagdes de particionamento do pano, em que se desegja que qual quer
porto pertenca a @atamente um poligono.Pelo critério anterior, portos obre afronteira
comum entre dois poligonos pertenceriam a ambos.

funcdo pontoEmPoligonol(Ponto Q, Poligono P): booleano
inicio
inteiro i, i1, numintersecdes = 0;

se (néo (pontoEmRetangulo(Q, P.REMp1, P.REMp2))
entdo retorne falso ;

para i=0 até i< P.numVertices faca
inicio
il= i+n-1;
se (((P.fronteirafil.y > Q.y) e
(P.fronteiralill.y <= Q.y)) ou
((P.fronteirafil].y > Q.y) e

(P.fronteira[i].y <= Q.Y)))
entdo inicio
calcular intersecéo;

se ( intersec&o for a direita de Q )
entdo numintersec¢des = numintersecdes + 1;
fim entdo ;
fim ;
retorne  ((humintersecdes mod 2) = 0);

fim

Programa 1.20 - FuncdopontoEmPoligonol (variagdo depontoEmPoligono )

A aplicac® doteste de porto em paligonoem SIG depende também do modelo adotado
para representar entidades de &ea Caso apenas sjam permitidos paigonass smples, o
teste cnforme gresentado podra ser usado. No entanto, caso o modelo doSIG permita
a «isténcia de regides formadas por varios paigonos smples isolados, e formando
ilhas e buraaos, o teste predsara ser aperfeicoado. Uma posshbili dade étestar a inclusdo
do porio em todos os pdigoncs smples que cmpdem a regido, verificando &
seguintes casos:

» Ponto contido em apenas um poligona neste cao, o pdigonosd podera ser umail ha,
e portanto o porto esté dentro daregido. Caso 0 pdigono sgjaum buram, existe ero
topologico.

» Ponto contido em mais de um paigona se 0 nimero deilhas for igual a0 nimero de
buraaos, o porio esta fora da regido (Figura 1.42b); se o nimero de ilhas for maior
que 0 nimero de buraas, o poro esta dentro daregido (Figura 1.423). O caso de se
ter o numero de buracos superior ao niumero de ilhas indica um erro topologico.



(a) (b)

Figura 1.42 - Ponto em regido

Para o teste em regides, conforme descrito adma, recomenda-se usar o Programa 1.20,
para evitar conflitos em situagdes em que o porto fique na fronteira entre dois ou mais
paigoncs, 0 que pode mascarar o resultado. Em qualquer caso, considera-se que ndo
existe superposicdo entre os poligonos que compdem a regiao.

1.1.5.5 Intersecdo, unido e diferenca de poligonos

Operagdes obre padigoncs sio de fundamental importéncia en SIG. Através da
detecc@® e processamento da unido, intersec® e diferenca de poligonacs, diversos tipos
de operagdes, conheddas como em conjunto como polygon overlay, sdo viabili zadas.
S80 operagdes fundamentais para andise espadal, usadas em situagdes em que €
necessario combinar ou comparar dados colocadas em camadas distintas. Por exemplo,
considere-se uma ansulta mmo “identificar fazendas em que mais de 30% da &ea éde
latoslo roxo”. Para exeautar esta andlise, € necessrio combinar uma canada de
objetos paligonais (os limites de propriedades rurais) com outra (0 mapa de tipos de
solo), para obter uma nova canada, de @jo conteido poam ser seledonados
diretamente os objetos que atendem ao critério de analise colocado.

Algumas vezes, o paygon o/erlay é definido como uma operacé topddgica ou sgia,
que é &eautada sobre dados organizados em uma estrutura de dados topdégica Estas
estruturas e operagdes bre das Erdo apresentadas na sec®d 1.2 As fungdes de
processamento de poligonaos que serdo descritas a seguir sdo utili zadas em sistemas ndo
topddgicos, ouem situagdes em que 0 processamento € feito de maneira isolada, como
na criacdo e uso dmiffers(vide se¢ad.1.5.9.

Este problema é também estudado com bastante intensidade en computacéd gréfica
onde é denominado recrte de poligones. O caso mais sSmples é o recrte de um
paligono pa um reténgulo, corresponcendo a situacé@® corriqueira de goresentacd em
tedla. O caso gerd € o recrte de um paigono pa outro, ambos genéricos (nédo
convexos), que ocorre no processamento de remocd de superficies esconddas, em
sintese de imagens 3D. Outro uso para o recrte de paigoncs € aquebra de objetos em



uma cela para processamento de ray tracing em computadores paralelos. Em
computacd gréfica o problema pode andaincluir os casos de paligoncs ndo simples e
poligonos com buracd¥att92].

Para redizar operagdes obre paigonas, € interessante glica um paso preliminar de
deteccd rapida da posshilidade intersecd® entre os poligoncs. Assm, se ndo for
possvel que dois pdigoncss P e Q tenham intersecd®, entdo pocdemos concluir
diretamente que POQ={P,Q}, PnQ=0, P-Q=P e Q- P=Q. Umamaneira
simples de testar se dois poligoncs tém ou réo interse¢d € usar inicialmente o teste de
intersecdo dos retangulos envolventes minimos (setdn?.

No caso geral, operagdes de unido, intersec@® ou dferenca entre dois poligoncs smples
podem gerar diversos paiigonas como resultado. Mais ainda, os poligoncs resultantes
poderdo conter burams. A Figura 1.43 contém exemplos de produgéd de multiplos
poligonos e de poligonos com buracos em operacdes de intersecdo, unido e diferenca.

(@PUQ (b)Q-S

(c)PnQ (dP-R

Figura 1.43 - Operac¢des sobre poligonos produzindo buracos e multiplos poligonos

Existe uma proposta de redizar a andlise de intersec@® e de unido entre poligoncs
usando a témica de varredura do dano, e maneira semelhante aintersec@® de n



segmentos. Esta témica onsiste an dividir os poligoncs em fatias horizontais, usando
linhas que passam pelos vértices e pelos pontos de intersecé entre aestas, ordenando
0s portos sgundo oeixo das abscissas e fazendo a varredura do dano [NiPr82]. Cada
fatia € omposta de um ou mais trapezoides, provenientes de um ou ce anbos os
poligonos, sendo relativamente simples detectar sua intersecdo em cddaTa#a).

No entanto, un método mais interessante foi apresentado pa Margalit e Knott
[MakKn89, e permite redizar operagdes de intersecd, urido e diferenca en tempo
O(nlogn), e partindo c padigonos que podem ter ilhas ou buams. O agoritmo é
sensivel a orientac@® dos paligoncs, e exige que os vertices de ilhas sgjam codificados
em um sentido (por exemplo, anti-horério) e os vértices de buracos sgjam dispostos no
sentido inverso (horario). Isto coincide mm a mnvencéo usada para cdcular a aeade
poligonos, conforme apresentado na sdcid.2

Tabela 1.5 - Orientacéo dos poligonos de entrada de acordo com a operacéo

Poligonos Operacdes
P Q PnQ POQ P-Q Q-P
ilha ilha manter manter inverter inverter
ilha buraco inverter inverter manter manter
buraco ilha inverter inverter manter manter
buraco buraco manter manter inverter inverter

O algoritmo tem seis passos, que serdo descritos a seguir.

1. Normalizar a arientacdo dos paligoncs de entrada P e Q, e inverter a orientacé® de
Q dependendo dotipo e operacé e da natureza (ilha ou buam) dos dois paigoncs
de entrada, de acordo coriabelal.5.

2. Clasdficar os vertices, verificando se cala um esta dentro, fora ou na fronteira do
outro pdigono, wando o teste de porto em paligono (sec® 1.1.5.9. Inserir os
vértices asdm classficados em duas listas circulares, PL e QL, once garecado em
sequéncia, de modo a definir as arestas por adjacéncia.

3. Encontrar as interse@des entre aestas dos dois paligoncs, usando o teste de
intersecd de n segmentos (secd 1.1.3. Inserir os portos de intersec® na posicéo
apropriada en PL e QL, classficando-os como na fronteira. A partir deste porto,
teremos um conjunto de fragmentos de arestas em lugar das arestas originais. E
necessrio cuidar do caso espeda de intersecd ao longo de uma aesta cmum, ou
parte dela. Neste cao, ambaos 0os portos extremos da aesta devem ser clasdficados
comona fronteirae inseridos nas listas.

4. Clasdficar os fragmentos de arestas (definidos pelos pares de vértices) formados
em PL e QL com relac@® ao ouro pdigono, entre interior, exerior ou rafronteira.




N&o é necessario redizar novamente o teste de porto em poligono. Uma aesta pode
ser consideradainterior ao ouro pdigonocaso pelo menos um de seus vértices esteja
clasgficado como dentro. Da mesma forma, uma aesta pode ser classficada como
exXerior ao ouro pdigono caso pelo menos um de seus vértices estgja dassficado
como fora. Se anbos os vértices estiverem classficados como na fronteira, entéo é
necessxrio verificar a situacd de um porto interno ao segmento (por exemplo, seu
porto médio). Se este ponto estiver fora do ouro pdigono, entdo a aesta €
clasdficada como exerior. Se 0 porto estiver dentro do ouro pdigono, entédo a

aresta é ¢asdficada como interior. Se 0 porto estiver na fronteira, a aesta é
classificada coméronteira

Arestas na fronteira cnstituem um caso degenerado, que requer tratamento espedal.
Se «iste um fragmento de aesta na fronteira de P, entdo necessariamente existe
também um na fronteira de Q. Estes fragmentos podem estar orientados na mesma
direcd® ouem diregdes opastas. A implementac@® poce deddir o que fazer nestes
Cas0s, 0u sga, se intersegdes com dimensdo de segmento ou e ponto seréo ou réo
retornadas. Se & intersegdes como segmento forem retornadas, seréo formadas por
um ciclo de duas arestas Dbrepostas, cada uma en uma direc@. Intersecd® em um
porto sera retornada cmo um ciclo de duas arestas, cada uma an uma direcé,
ligando das vértices brepostos. Desta forma preserva-se atopdogia do resultado
(sempre calelafedhada de segmentos), mas em SIG é mais interessante detedar estes
casos e retornar objetos da dimensé&o adequada (no casot’ponto)

5. Seledonar e organizar as arestas para formar os poligoncs de resultado. Este
proces de selecd® é basealo ma mwmbinacd® das duas listas em uma, denominada
RL, usando apenas as arestas que interessam para aoperacd, conforme definido ra
Tabelal.6.

6. Construir os poligonos de resultado, seledonando uma aesta ¢ com base an seu
porto final, procurar em RL sua @rntinuacd, até fechar o pdigono. Repetir o
processo, eliminando d&l a cada passo as arestas utilizadas, at®Qtigue vazia.

12 Para uma andlise mais completa, inclusive mm as combinagdes de hipéteses nos casos de ilhas e
buracos, vid¢MaKn89].



Tabela 1.6 - Tipos de arestas para selecdo de acordo com o tipo de operacao e o:
tipos de poligonos de entrada

Poligonos Operacdes

PnQ POQ P-Q Q-P

P Q P Q P Q P Q P Q

ilha buraco | interior | interior | exterior | exterior | exterior | interior | interior | exterior
ilha buraco | exterior| interior | interior | exterior | interior | interior | exterior| exterior
buraco ilha interior | exterior | exterior | interior | exterior | exterior | interior | interior

buraco | buraco | exterior | exterior | interior | interior | interior | exterior | exterior | interior

Os padligones resultantes manterdo a orientacd adotada para ilhas e buracs, o qle €
bastante conveniente.

O exemplo a seguir mostra o funcionamento doalgoritmo para redizar operagdes bre
os paligoncs P e Q, apresentados na Figura 1.44 Ambos os paigoncs <o ilhas, e
portanto os vértices estdo dspostos em sentido anti-horario. Como se pode perceber
visuamente, a intersecd destes paigonocs € formada por dais paigoncs isolados, e a
unido € um poligono com um buraa. Os vértices de cala poligono estdo numerados da
maneira usual, e os pontos de intersecao sao identificadod ¢omig eiy.

Py

P3

Figura 1.44 - Intersecdo de poligonos

De aordo com a Tabela 1.5, para redizar operagdes de unido e intersec@® sobre dois
paigoncs ilha, ndo € necessirio inverter a orientacd® dos poligoncs P e Q dados. O
passo seguinte consiste em classificar os vértices e formar aBlLi&d., que ficam:



Po P1 P2 Ps Pa Ps Pe p7 Ps Pa

PL f f f f d f f d f f

Jo 0[] o)) 0 Qs

QL | f f d d | f

Em seguida, os portos de intersec iy, i, i3 €4 SB0 determinados e inseridos em PL e
QL, que ficam agora:

Po | Pr | P2 | P3| i | Pa| d2 | Ps| Ps| i3 | Pr | ia ]| Ps| Po

PL f f f f {nf| d|nf]|f f |{nf| d|nf]|f f

o o]} i4 o7 i3 iz Os i1 Ca

QL f f nf d nf nf d nf f

O pas® de dasdficac@® das arestas vemn a seguir, analisando & pares de vértices na
seqliéncia encontrada nas listas PL e QL, definindo arestas interiores, exteriores ou de
fronteira, a partir da dassficac@® daos vértices. O resultado é organizado malistaRL, que
fica:

Po|Pr|P2| P3| i1 |Paliz|Ps|Ps|iz|P7|ia|Ps|Co|C|ia|O2|is]|iz|0ds|i1

Pr|P2|Pa|is|Paliz|Ps|Ps|iz|P7|ia|Ps|Po|Cr|ia|C2|iz]|iz|0z|i1|0a

RL|e|le|ele|ililel|lelelil|lilelelelel|lilil|le]illi]e

Observe-se a tasdficac® da aestaisi,, que somente pocde ser feita analisandoa posicéo
do seu ponto médio em relac&o ao poligéno

A partir de RL é posdvel construir os poligoncs resultantes da intersecé de P e Q. De
acordo com dabelal.6, para a unido selecionamos as arestas exteriores:

Po|P1|{P2|P3|iz|Ps|Pe|ia|Ps|Co|Ch|is]|i1

P1|{P2|Ps|i1|Ps|Ps|iz|Ps|Po|Qr|ializ]|0a

POQ ele|le|le|le|le|le|le|le|le|e|e]|e

Para a intersec¢do, ainda de acordo cdraleelal.6, selecionamos as arestas interiores:



Pa| iz |P7|ia| O] i3 |03 i1

PanQ [ i i i [i i1 fil]li

Para compor o resultado da unido seledonamos por exemplo a primeira aesta, pops, € a
partir dai buscamos continuagdes até voltar a po. O resultado inicial é, patanto, o
paligono cujos vértices S0 Po, P1, P2, P3» 11, Go (Ga), Gu, 14, Ps, Po (Pg). NO entanto, resta
ainda na lista outro pdigono, com Vértices iz, ps, Pe, i3, i2. Os vértices do pimero
paigono estdo em sentido anti-horario, formando patanto uma ilha. O segundo
paigonoesta en sentido haéario, e éportanto um buram. Anaogamente, na intersecé®
obtemos os paligonas iy, pa, i2, O3, i1 €3, P7, 14, 02, i3. Neste cao, ambos os paligonacs
obtidos estdo em sentido anti-horario, e portanto sdo ambos ilhas.

Andisando a mmplexidade do agoritmo, sendo np € Ng 0 nimero de veértices ds
poligonos originais, B 0 numero maximo de intersecdes, verifica-se que:

1. Encontrar e, se necessario, inverter a orientagdo de cada poligoro(opstag).

2. Classficar os vertices custa O(ng) em P e O(np) em Q. Inserir nas listas PL e QL
custaO(1), e portanto o custo total do pasg0(ge + ng).

3. Encontrar todas as intersegdes entre & arestas de P e Q custa, conforme verificado ra
se¢d 1.1.3 O((np + ng + ;) log(ne + nQ))lS. Inserir cada uma destas intersegdes em
ordem nas listas PL e QL custa O(n;), gerando um custo total de O(n?). Portanto, a
complexidade total deste passOEne + ng + ;) log(ne + Ng) + n°).

4. Classficar cada aestapode ser feito em tempo constante, se um das portos extremos
for um vérticeorigina de P ou e Q. Se anbos 0s portos extremos estédo na fronteira,
€ necessrio exeautar o procedimento de porto em paligono, ao custo de O(np) para
fragmentos de aesta provenientes de P, ou O(ng) no caso inverso. O custo total €,
portanto, d€(np + Ng + Nn; . Maxfe, Ng))

5. Seledonar as arestas que interessam tem custo propacional a0 numero de
fragmentos de aesta prodwzidos, ou sgja, O(np + Ng + n;). Estas arestas podem ser
organizadas de forma @nveniente, de modo a fadlitar a exeaucé do dtimo pas9,
segundo uma lista ordenada pelo vérticeinicia. A ordenag@® custa O((np + Ng + ;)
log(ne + Ng + 1)), que € o custo total deste passo.

6. Construir os poligonas resultantes depende da diciéncia das pesquisas na estrutura
de dados gerada no passo anterior. No caso de lista ordenada, o custo de locdizacé®
do sucesor € O(log(ne + Ng + ny)), utilizando pesquisa binaria. O custo total €,
portanto,O((ne + Ng + ;) log(ne + Ng + Nny)).

13 Neste ponto da andlise, [MaKn89] considera um algoritmo forcabruta para encontrar as interseqdes,
consumindo tempo O(ne.ng). Naturalmente, o algoritmo apresentado na se¢c@® 1.1.3 € mais eficiente,
baixando a complexidade total deste passo.



Compondo @ custos de cala pas, chega-se a omplexidade deste dgoritmo no por
caso, que édominada pelo pas 3, ¢k insercdo dcs portos de intersecd® em uma lista.
Como, nopior caso, tem-se n; = np . Ng, chega-se a omplexidade O((ne . nQ)Z). Nos
casos mais usuais em SIG, no entanto, 0 nimero de intersegdes em geral fica muito
abaixo de np . Ng, € portanto espera-se um desempenho Eético bastante superior ao de
pior caso. Para uma adlise mais detalhada desta @mplexidade, bem como
consideracgdes a respeito do consumo de espacqdMadia89].

1.1.5.6 Criacéo de buffers

Um dos reaursos mais Uteis em SIG é a cpaddade de gerar paligoncs que cntornam
um objeto a uma determinada disténcia. Sua principa fun¢éo € materiali zar os conceitos
de “perto” e “longe”, embora sem o comporente fuzz que caaderiza o radocinio
humano restes termos. Um exemplo de @nsulta que demanda autilizagé de buffers:
“locdizar todcs os postos de gasolina a longo de uma rodova”. Considerando qLe 0s
paostos estejam representados por um porto, e arodova esteja representada pelalinha de
Seu eixo, € predso encontrar uma distancia que materiaize o conceto de “ao longo”,
por exemplo 100 metros. O processamento é feito construindo un poligono e
contenha todcs os portos do dano locdizados a 100 metros do eixo da rodova ou
menos. Em seguida, determina-se quais postos de gasolina estdo contidos neste
poligono.

Buffers podem ser construidos ao redor de qualquer tipo de objeto geogréfico vetorial:
portos, linhas ou pdigoncs. No caso de portos, o buffer é smplesmente um circulo
cujo raio é adistancia desgjada. Em linhas e pdigonas, o buffer € mnstruido a partir da
unido de buffers elementares, que sdo construidos ao redor de cala segmento e cala
vértice Estes buffers elementares 80 simplesmente drculos, ao redor dos vértices, e
retdngulos ao redor dos segmentos, com lados paralelos degies1(45).

Figura 1.45 - Buffers elementares ao redor de ponto (a) e segmento (b)

O buffer final é eatamente aunido dcs buffers elementares que foram construidos
(Figura 1.46). No caso de pdigoncs, a unido deve ser feita também com o préprio
poligono, para que todos os pontos interiores a ele sejam consid&igdosl(47).



Figura 1.47 - Buffer ao redor de poligono

Ocorre também com freqiéncia anecessdade de se ter buffers com distancia negativa,
ou sga, areas que sdo construidas no interior de paigoncs a uma dada distancia da
fronteira. Este tipo de buffer € mnheddo como skdeton, ou como setback O
processamento € diferente genas em um pornto: constréi-se a unido dos buffers
elementares ao longo da fronteira, considerando o \alor absoluto da distancia fornedda,
e an seguida determina-se adiferenca entre o pdigonoinicial e aunido dcs buffers

(Figural.48.



Figura 1.48 - Buffer “negativo” de poligono
Observe-se que, conforme foi aertado msecd 1.1.5.5 oresultado de uma operac® de
criacd de buffers pode ser formado pa vérios paigoncs sparados, ou pa poigonocs
com buracosKigural.49).

Figura 1.49 - Buffers com buracos (a) e formados por poligonos isolados (b)

1.1.6 Fecho convexo

O fedho convexo é uma das estruturas mais usadas em geometria wmputadonal. Tem
utilidade en diversas stuagdes, na geracd® e outras estruturas e @MO apoio a
algoritmos mais complexos. Exemplos do wo de fechos conwvexos podem ser
encontrados em robdica recmnhedmento de padrfes, processamento de imagens, e dé
mesmo em otimizacgao.

Em SIG, ofedo convexo pock ser Util para delimitar regides definidas por um conjunto
de portos, como pa exemplo a &ea detada por alguma doenca cujos casos S0
individualmente lancados como portos no mapa. Também € Util na @nstrucéo de
limites para triangulagdes, do tipo encontrado em modelagem digital de terrenos (vide
secadl.1.7.9.



O conceto de fecho convexo de um conjunto S de portos € bastante smples. Uma
imagem freqlentemente invocada nos livros de geometria mmputadonal € a de um
elastico (a fronteira do fecho) colocado ao redor de todas os pregos (portos) dispostos
sobre uma tébua (o0 plano). Este mncdto pock ser naturamente estendido para trés ou
mais dimensdes, mas estaremos interessados particularmente en fechas convexos no
plano, por se tratar da variacdo mais util em SIG.

Numa definicdo mais formal, o fecho convexo de um conjunto S de portos é o menor
conunto convexo que @ntém S Um conunto convexo C é auee em que
0P, P, OC M - P,P, O C. Geometricamente, o fecho convexo € um paligono convexo

cujos veértices sdo um subconjuntoSie que contém todos os pontosSde

O’ Rourke [ORou94 lista uma série de definicles alternativas e equivalentes do fecho
convexo, as mais interessantes das quais estdo relacionadas a seguir:

e O fedho convexo de um conjunto S de portos do dano é o menor poligono convexo
P gque ontém S sendo “mena” entendido no sentido e que ndo existe outro
poligonoP’ tal queP O P'0 S.

» O fedho convexo de um conjunto S de portos é aintersecd® de todos 0s conjuntos
convexos gque contém

e O fedcho convexo de um conjunto S de portos do dano € o pdigono convexo
envolventeP que tem a menor area.

+ O fedo convexo de um conjunto S de portos do dano é aunido de todos os
triangulos determinados por pontos pertencenges a

O problema de encontrar o fecho convexo pock ser colocado e duas maneiras: (1)
construir a fronteira do pdigono FC(S) (fecho convexo de S), ou (2) identificar os
portos de S que sdo vértices de FC(S). Foi demonstrado que anbas as variagdes tém a
mesma mplexidade, apesar de parece, instintivamente, que a segunda dternativa
seria mais fadl, uma vez que ndo exige a onstru¢éo das ligagdes entre os vértices (ou
seja, ndo exige a determinagacsdguénciale vértices) para formar o poligono.

Foi demonstrado também que o problema déssco de ordenacd pock ser transformado,
em tempo linea, no poblema de encontrar o fecho convexo [PrSh88. A consequéncia
diso é que um agoritmo &imo para determinar o fecho convexo tem complexidade
computacionak)(nlogn) sobre o nimero de pontos &n

1.1.6.1 Pontos interiores e arestas extremas

Um algoritmo imediato para determinar quais sriam os vértices do fecho convexo pode
ser construido da seguinte man¢®@&ou94}

1. para cada combinagéo de trés ponpaf px) deS construir um triangulo;

2. testar cada um dos outros n - 3 portos contra este triangulo, usando o pocedimento
pontoEmTriangulo  (secadl.1.2.);



3. marcar como “interior” todo ponto que estiver dentro do triangulo;

4. a0 final do pocessamento, s portos ndo marcados srdo os vértices do fedho
convexo.

Este dgoritmo é daramente O(n*), uma vez que depende da mmbinac@® dos portos trés
a trés, posteriormente testando cada uimmdd3 pontos contra o triangulo.

Uma dternativa um pouco menos custosa mnsiste an procurar determinar as arestas do
fecho convexo, da seguinte mang¢®&Rou94}

1. para cada par ordenad®, ;) de pontos d&, definir uma reta;
2. verificar o posicionamento de todos os demais pont&sede relacéo a esta reta;

3. se dgum porto néo estiver a esquerda ou sobre areta pip; (usar o procedimento
lado , sec¢éddl.1.2.9, entdo o segmenfip, ndo € uma aresta do fecho convexo.

4. se todos os demais portos estiverem a sua esquerda, 0 segmento pip; € uma aesta do
fecho convexo.

Observe-se que o teste tem que ser feito com cada par ordenado (pi, p;), para que se
possa sempre testar se 0s demais portos estdo espedficamente a esquerda. Observe-se
também que eiste anecessdade de um teste aicional, para diminar a situacd® em que
trés vértices alinhados definem duas arestas superpostas para o fecho convexo. Este
algoritmo consome tempo O(n®), um vez que énecessirio formar os pares de portos
(O(n%)) e depois testd&los cortra os n - 2 porios restantes. Este dgoritmo foi
aperfeicoado pa Jarvis, que observou qe, uma vez que se tenha uma aesta pip; do
contorno convexo, uma aesta subsegliente necessriamente parte de p;. Com is, é
possvel reduzir a @mplexidade para O(n?) [Prsh8§. Este dgoritmo é mnheddo ra
literatura coma@arvis’ march

1.1.6.2 Quickhull

Um aperfeicoamento da estratégia de porntos interiores foi propcsto independentemente
por diversos pesquisadores, e denominado pasteriormente quickhull por Preparata e
ShamogPrSh88] devido a sua semelhanca compuicksort

O quickhull inicialmente determina 0s portos extremos de Sa esquerda, a direita, adma
e @aixo, ou sga, 0s portos com as maximas € minimas ordenadas e &scissas,
definindo também um reténgulo envalvente minimo para o conjunto de portos. Isto
pode ser feito em tempo linea. Em seguida, estes quatro portos sio conedados,
formando um quadriléero. Todos 0s portos interiores a este quadrildtero podem ser
imediatamente descartados, pds s0 portos interiores. O problema fica entdo, reduzido
a encontrar 0s pontos extremos nos quatro triangulos definidos entre o quedril &ero
inicial e o retangulo envolvente minimo do conjunto de poriiigsi{al.50).



Figura 1.50 - Quickhull - passo inicial

Em cada tridngulo, conhecese dois portos pertencentes ao fedo convexo. O problema
€, entdo, encontrar qual o porto contido notriangulo gue esta mais distante do segmento
formado pa estes portos extremos, formando un novo trigngulo. Por exemplo, ma
Figura 1.51, aregido triangular D definida pelo pas inicial contém quatro portos. Um
tridngulo é formado entre os extremos jA mnheddos e 0 mais distante deles, que é
naturalmente pertencente a fedio convexo. Os portos interiores ao triangulo D séo
descatados, e & novas arestas do tridngulo servem de base para a onstru¢cé de noveos
tridngul os, reaursivamente, até que ndo seja mais encontrado qualquer porto interior ou
exterior.

Figura 1.51 - Quickhull - passo recursivo

A andlise da ommplexidade do procedimento reaursivo € feita de maneira semelhante a
do quicksort, admitindo qie, a cala pas, o conjunto de portos é dividido ao meio. A
equacd® de rearréncia resultante indica que o algoritmo quickhull € no por caso,
O(n?), e portanto melhor que os algoritmos anteriores, mas pior que o &imo esperado,
gue €0(n log n) [ORou94]

1.1.6.3 Algoritmo de Graham

Este dgoritmo data de 1972,e é onsiderado um dos pioneiros no campo da geometria
computadonal. A idéia basicado agoritmo de Graham € bastante simples. Parte-se do



presupasto que édado um porto po, interior ao fecho convexo™, e awme-se que ndo
existam trés portos colineaes, incluindo o poio dado. Em seguida, cdcula-se o angulo
com a horizontal, no sentido anti-horério, formado pelo segmento entre o porto py e
todos os demais™. Os portos $o ordenados gundoeste aitério. Os portos S0 entdo
examinados um a um segundo essaa ordem crescente, em uma varredura (dai a
denominacd usual deste dgoritmo, Graham's <an, ou \arredura de Graham), e o fecho
convexo é construido de maneira incremental ao redmy. de

A cada pas9, o fedho ja determinado € crreto, considerando apenas o conjunto de
portos examinado até 0 momento. A avaliiac® de cala porto adicional, no entanto,
pode fazer com que portos sgjam retirados do fecho, ra ordem inversa a en que foram
inseridos. Por isso, costuma-se armazenar os pontos do fecho convexo em uma pilha.

A Figura 1.52mostra um exemplo. Inicialmente, o fecho € mnstituido dcs portos po, p1
e p2, sendop; e p, colocados ha pil ha nesta ordem. Em seguida, o porio ps é inserido no
fedho, pas pyps constitui uma airva a equerda an relacd® a pip.. Analisando o poto
ps, O proximo na seqiéncia a redor de po, verificase que psps forma uma arva a
direita. Assm, elimina-se ps do ato da pilha, e testa-se pops, COMO agora tem-se uma
curva a equerda, empilhase p; e 0 agoritmo prossegue de forma incremental. O
fechamento se da quando € analisado o0 pomo pip, que €ligado ao porto inicia p;,
fechando a caleia. O exemplo contém 0 caso mais smples, em que o primeiro porto
andisado pertence a fedho convexo. Se ocorresse 0 contrario, codigo adiciona teria
gue ser adicionado pararetirar o porto p;, e possvelmente outros, que estdo nofundo c
pilha a final do pocessamento. Outro problema ocorre quando op, ndo pertence @
fedho convexo. O teste an p; detedaria uma airva adireita apartir de pip,, € portanto,
pelalbgica gresentada, p, teria que ser eliminado da pil ha. Ocorre que, nesta situaca, a
pil haficaria com apenas um ponto, tornandoimposdvel a andli se das curvas a direita ea
esquerda.

14 N&o é necessirio que o panto p, pertenca aS. Pode-se tomar um ponto interior qualquer, por exemplo o
baricentro do conjunto de pontos, ou sgja %z p, [FiCa9l]. Em seu artigo inicial, Graham inclui um

método cktalhado, de amplexidade linea, para escolher tal ponto, anaisando trios de pontos até
encontrar unméo-colinear, e entdo adotando o baricentro do tridngulo como d@jRou94]

3 Vide funcéddado , se¢édl.1.2.2
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Figura 1.52 - Algoritmo de Graham, origem em ponto interior

Estes problemas podem ser resolvidos com uma escolha mais conveniente da origem,
em particular se aorigem for um porto dofecho convexo. O porto ided para servir de
origem é o porto inferior do conjunto, necessriamente pertencente & fedo. Se
existirem diversos portos com a mesma ordenada minima, toma-se 0 mais a direita
deles. Com is, o0 angulo formado entre pn.1, Po € pP1 € Nnecessariamente @nvexo, e
demonstra-se que nesta situac@® pelo mencs 0s dois primeiros portos pertencem ao
fedo. A pilha éinicializada @m p,.1 € po, € estes portos nunca seréo desempil hados,
resolvendo o poblema de inicializa¢® descrito anteriormente. Além dis, como po
pertence a fecho, réo ocorrera também o problema de término ao fina da varredura
dos pontos.

Po

Figura 1.53 - Algoritmo de Graham, origem no ponto inferior mais a direita

Na Figura 1.53 os portos estdo numerados sgundo a ordem crescente do angulo ao
redor de po. E importante lembrar que a ©ncepg2d apresentada @é o momento se baseia
na hipdtese de que ndo se tem trés porntos colineaes no conjunto, 0 que ndo se poce
garantir em situagdes préaticas. Portanto, a implementacd® do algoritmo deve prever
reaursos para resolver estes casos. Espedficamente, € necessrio aaescentar um critério



ao algoritmo de ordenacd® das portos ao redor de po, dando pioridade en caso de
colineaidade para 0s portos mais proximos de po. Ou sgja, considera-se pa < Py Se 0S

angulos forem iguais mas |p, — po| <|pb - p0|. Com esta regra, 0 porio mais proximo
serd diminado quando omais distante for analisado. Esta regra também resolve o caso
em que &iste uma mlineaidade nos Ultimos portos, fazendo com que 0 mais proximo

sgja 0 pendlitimo e o mais distante o Utimo, e portanto pertencente a fedcho convexo
conforme desejado.

Um exemplo destas stuagdes degeneradas esté4 goresentado ra Figura 1.54 No caso, o
porto p; tem que ficar antes de p, na ordenacé® para que sga posdve eliminalo sem
problemas, 0 que ndo ocorreria se asituacd® fosse invertida. Também o porto pg deve
vir antes do poro pe, pas € py que pertence a fecho convexo, e que sera @locado
definitivamente no fundo da pilha dos vértices do fecho.

pG77/777‘77—/77/777—777/77/—77—777/77/ \ p3

Po

Figura 1.54 - Algoritmo de Graham, situacfes degeneradas

O Programa 1.21 apresenta 0 pseudocodigo para aimplementacd® do algoritmo de
Graham, utili zando uma pil ha cnforme descrito, e também usandoafuncdo lado para
fazer o teste da arva a eguerda. Uma caaderistica da implementa¢d® usando este
rearso é que genas portos que sdo cantos do contorno convexo sao retornados.
Quaisquer portos pertencentes ao fedo, mas contidos em alguma aesta, séo
abandoredos. Caso sgjainteressante ou importante preservar estes portos, basta dterar a
comparacao do resultado da fun{@do para permitir a igualdade com zero.



funcdo graham( inteiro  n, Ponto Q[n]): Pilha;
inicio

inteiro i;

Ponto P[n];

Pilha S;

P[0]= ponto de Q inferior e mais a direita

ordenar todos os pontos de Q ao redor de P[0] pelo &ngulo
em caso de empate no angulo, favorecer o mais proximo de P[0]
acrescentar os demais pontos de Q a P, como P[1]...P[n-1]

push(s, (n - 1));
push(s, 0);
i=1;

enquanto (i <n) faca

inicio
se lado(P[topo(S)], P[topo(topo(S))], P[i]) > 0 entdo
inicio

push(s, i);
i=i+1;
fim se
senao
_ pop(S);
fim ;

retorne (S);
fim. —

Programa 1.21 - Algoritmo de Graham para fecho convexo

A complexidade do algoritmo de Graham poce ser fadlmente determinada, observando
gue 0 proces de varredura € ¢aramente O(n). O tempo total € portanto daminado pelo
pas de ordenacd® dos portos ao redor de po, que € O(n log n), corresponcendo ao
otimo tedrico.

Diversos algoritmos surgiram apés 0 de Graham, utilizando pocesos diversos para
atingir resultados também O(n log n), mas apresentando caraderisticas que fadlitam a
extensdo para dimensdes mais altas. Existe também um agoritmo que usa atémicade
dividir para onqustar [PrsSh8§, usando un enfoque pareddo com o do algoritmo
merge sor{Merge Hul), e que pode ser paralelizado com maior facilidade.

1.1.7 Diagrama de Voronoi, triangulagdo de Delaunay e problemas de
proximidade

Esta se¢® vai andisar uma série de problemas correladonados e que eavolvem o
conceto de proximidade no dano. O principal reaurso de que se dispde para resolver
este tipo ce problema €o diagrama de Vorond, uma estrutura geométrica propasta no
inicio do séaulo e que € cpaz de responder uma grande variedade de perguntas a
respeito de proximidade en um conjunto de portos: qual porto esta mais proximo, qua
0 mais distante, entre outras. Diversos trabalhos buscaram destaca a importancia desta
estrutura para SIG [Gold91][Gold92H[OBS92], mas até o momento ©s pacotes
comerciais ndo aincorporam expli citamente, para prejuizo de gli cages que demandam
com frequéncia a solucao de problemas de proximidade.



1.1.7.1 Diagramas de Voronoi
Sgja P:{pl, [T pn} um conjunto de porntos no fdano, wuamente denominados

locais (ou sites). O plano poe ser particionado de modo qe cala porto estga
asociado ao elemento de P mais préximo de si. O conjunto dcs portos asociados ao
locd pi constituem o poigono & Vorona'® de p;, denotada V(p;). Este paligono é,
portanto, o lugar geométrico dcs portos do dano mais préximos de pi do qe de
qgualquer outro elemento & ou seja

V(p) =@x | dist(p, —x) < dist(p, - x),0j ;tiﬁ

Existe a posgbilidade de se ter portos que sdo iguamente préximos a dois ou mais
locas. O conjunto destes portos constitui 0 diagrama de Vorond para o conjunto de
locais, denotad®or(P).

A construgéo do diagrama pode ser melhor compreendida observando o q& ocorre
quando o0 nimero de locas va sendo aumentado gradativamente. Inicialmente,
considere-se genas dois locas, p; e p;. O diagrama de Vorond consiste na reta que
secdona @ meio 0 segmento pip, € éperpendicular a este, a mediatriz do segmento
(Figura 1.55. Todas os portos da reta séo igualmente proximos a p; € ap,. Pontos no
semiplano qe @ntém p; constituem o pdigono de Vorond correspondente ap;, €
analogamente o outro semiplano correspond@s.

Figura 1.55 - Diagrama de Voronoi com dois locais

Expandindo maratrés locas, € fadl perceber que o dagrama de Vorona serd formado
pelas emi-retas que @rtam as arestas de pipps @ Meio e segundo uma perpendicular,
portanto as mediatrizes das arestas, partindo docircuncentro do tridngulo (Figura 1.56).
O circuncentro € o centro do circulo definido pelos vértices do tringulo, e é posdvel
gue ele ndo pertenga ao triangulo.

16 Estes poligonos recébem diversos nomes aternativos na literatura: regides de Dirichlet, poligonos de
Thiessen, células d&igner-Seitz, ou regidgaoximais[PrSh88]



Figura 1.56 - Diagrama de Voronoi com trés locais

Generalizando raum numero maior de locas, fica daro que 0 proces de @nstrucéo
deve levar em conta & mediatrizes dos ssgmentos definidos entre cala par de locas. A
mediatriz entre os locas p; e p; sera denotada amo M;. Sgja S; 0 semiplano definido
por M; e que @ntém p;.. Entdo §; contém todos os portos do dano gue estdo mais
proximos de p; do que de p;. Para obter o pdigono c& Vorona de p;, € necessxrio
combinar todos os semiplan§scomi # j, e portanto

V(p) =[S

i£]

Como semiplanos 0, pa definicdo, convexos (ndo existe nenhum segmento definido
entre dois portos do semiplano e que @ntém pontos que ndo pertencam a de). A
intersecd de @njuntos convexos é também um conjunto convexo [PrsSh8§. Portanto,
pode-se concluir que qualquer poligono de Voronoi é convexo também.

A Figura 1.57 mostra um exemplo de diagrama de Vorona com 12 locas. Observe-se
gue istem 12 pdigonacs, um para cala locd. Os vértices dos paligoncs estdo ligadas,
em geral, a trés arestas, exceto quando se tem quatro oumais locas co-circulares em P
(Figura 1.58) Esta situacé é ansiderada degenerada, mas pocde ser eliminada cmm a
introducéo de perturbacdes infinitesimais nos pontos co-circukigesd 1.58).



Figura 1.57 - Diagrama de Voronoi com 12 locais

(a) (b)
Figura 1.58 - Quatro pontos co-circulares e perturbacéo

1.1.7.2 Triangulagéo de Delaunay

Assm, considerando que o maximo grau de um vérticesgjaigua atrés, define-se o dual
de um diagrama de Voronad através de um grafo G, cujos nés correspondem aos locas e
cujos arcos conedam locais cujos paigoncs de Vorona compartilham uma aesta do
diagrama. Demonstra-se que este grafo é planar, e portanto vale aformula de Euler: em
um grafo planar com vértices, existenn—6 arcos e2n -4 face§ORou94]

Tracando G com linhas retas entre os vértices (locas), assumindo que ndo existam
quatro veértices co-circulares, é prodwida uma triangdacéo de P, gque é denominada



triangdacdo de Delaunay e denotada D(P). A Figura 1.59 mostra atriangulacéd® de
Delaunay sobre o diagrama de VoronoFigural.57.

Figura 1.59 - Diagrama de Voronoi (linhas cheias) e triangulacédo de Delaunay
(linhas pontilhadas)

[ORou9q e [Prsh88 listam as propriedades da triangulacd® de Delaunay e dos
diagramas de Voronoi. As mais interessantes sdo as seguintes:

A cada triangulo d®(P) corresponde um vértice or(P);

A cada n6 d®(P) corresponde um poligono der(P);

A fronteira deD(P) coincide com o fecho convexo dos locaidle
O interior de cada triangulo @P) ndo contém nenhum local,
V(p) € ilimitado se e somente pepertence ao fecho convexolde

Sev éum vérticedo dagrama de Voronad, najungéo de V(p1), V(p2) e V(ps), entédo v
€ o centro do circulo definido ppt, p2 € ps;

Sep; € o vizinho mais proximo da, entaopip; € uma aresta de(P).

1.1.7.3 Implementacao

Devido a extensdo docodigo fonte, este caitulo ndo ird detalhar a implementac® de
algoritmos para obter o dagrama de Vorond e a triangulag® de Delaunay. As



principais idéias e dternativas apresentadas na literatura de geometria computadonal,
no entanto, serédo delineadas, deixando a cargo do leitor um aprofundamerito maior

A construcdo do dagrama de Vorona pode ser implementada usando a témica de
dividir para mngustar, gerando um algoritmo &imo O(n log n) [PrSh88. Em linhas
gerais, o0 algoritmo consiste em:

* particionar o conjunto inicial de portos P em dois subconjuntos, P; e P,, de tamanho
aproximadamente igual;

» construirVor(P;) eVor (P,) recursivamente;
« combinarVor(P,) e Vor(P,) para obteNor(P).

A maior dificuldade desta dternativa esta an conseguir implementar a dapa de
combinac® de dois diagramas em tempo O(n) para que o custo total ndo exceda
O(nlogn). [Prsh88 apresenta uma descricéo detalhada deste procedimento, que é
relativamente complexo e de implementacao dificil.

Uma dternativa a eata forma de implementacé foi desenvalvida por Fortune ([Fort87]
apud[ORou94), usando a témicade varredura do dano. Foi necessario conceber uma
variac® da varredura tradicional, pas na anstru¢cdo do dagrama alinha de varredura
val certamente interceptar o pdigono & Vorond bem antes de encontrar o locd
corresponcente. Assm, Fortune propGs a @nstrugéo de @nes invertidos, com pice
colocado sobre cala locd e com lados cuja inclinac@® é de 45 graus. A projecéd da
intersecd entre os cones vbre o pano XY é exatamente o dagrama de Vorona. Para
reauperar 0 dagrama, o algoritmo faz a varredura do conjunto de anes utilizando um
plano inclinado também a 45 graus em relacé ao plano XY . A intersecd® do pano com
cada mne onfigura uma pardbola, e o algoritmo usa uma cmposicéo destas pardbolas
(denominada “frente parabdlica”) no lugar da linha de varredura tradicional. A frente
parabdlica mnsegue, patanto, detedar arestas do dagrama antes de passar pelos locas
propriamente ditos. O algoritmo final tem também complexid(ddog n).

Outra linha de radocinio defende a onstrucéo datriangulacé® de Delaunay como passo
intermediério para aobtencdo do dagramade Vorona, ja que foi demonstrado [FiCa91]
gue atriangulacd® de Delaunay pode ser transformada no dagrama de Vorond em
tempo linea, e viceversa. Um agoritmo usando a témica de dividir para conqustar,
muito semelhante a apresentado para 0 dagrama de Voronad, foi proposto pa Lee e
Schadter ([LeSc80] apud[FiCa91]). Também neste dgoritmo o desafio maior é a ¢apa
de combinaca de triangulagdes parciais em tempo linea. Para fadlitar a wnstrucéo da
triangulacd é utili zada uma estrutura topdégica winged-edge (vide se¢cé 1.2.2. Esta

7 Existem diversos programas para a ®nstrugzo do dagrama de Voronoi e da trianguacé de Delaunay
disponiveis na Internet. O URL http://www.geog.umn.edu/software/cglist contém links
para diversas paginas que oferecem freeware na &eade geometria computadonal. O programa original de
Fortune, por exemplo, poce ser encontrado em http://netlib.bell-
labs.com/netlib/voronoi/index/html , incluindo ocddigo fonte. O mesmo programa écgpaz
de produzir o diagrama de Voronoi, atrianguacé® de Delaunay e danda o fecho convexo de um conjurnto
de pontos.



propacsta foi posteriormente refinada por Guibas e Stolfi [GuSt85], utilizando uma nova
estrutura topdogica denominada quadedge (vide se¢c@® 1.2.3 Um aperfeicoamento
deste dgoritmo foi proposto pcsteriormente, oltendo significativos ganhos de
desempenho e também uma maior facilidade de implemernjtaga9?2]

1.1.7.4 Aplicacdes

O diagrama de Vorona tem muitas aplicages em SIG. Como estrutura de dados basica
para resolver problemas de proximidade, pock ser empregada sempre que 0 nimero de
consultas justificar 0 custo de sua aiac@® e manutencén. Apesar das vantagens que se
tem em usar esta estrutura na solucé de problemas como os reladonados a seguir, a
maioria das aplicages baseadas em SIG comerciais prefere alotar estratégias mais
genéricas, usando @& reaursos béasicos de locdizacd individua de objetos disponiveis
no SIG subjacente. No entanto, a grande utili dade do dagrama de Vorona no contexto
de SIG tem condwido a propostas no sentido de incrementar seu uso, incorporando
estratégias de manutencd dnamica e apossbili dade de trabalhar com objetos moveis
em tempo redlGold92b]OBS92]

O mesmo ocorre com a triangulag® de Delaunay, usada sempre que se tem a
necesgdade de particionar o plano com base en um conjunto de portos. Séo freqlentes
as stuagdes em que 0s portos representam locas onde se mnsegue anostrar alguma
variavel fisica, como dtitude, temperatura ou indice de cuvas, sendo recessirio
prodwzir um mapeanento continuo davaridvel paratodaumaregido deinterese. Nestas
situagdes, a triangulacd® de Delaunay € imbativel, pas gera um resultado em que é
maximizado omenor angulo interno e cala tridngulo [Edel87], o que mnfere amaha
triangular uma aparéncia mais regular.

A seguir, sd0 apresentadas algumas aplicagges do dagrama de Vorona e da
triangulacd de Delaunay que sdo significativas no contexto de SIG, sem a pretenséo de
esgotar o assunto.

Ponto mais proximo. Dado um conjunto P de locas, desgja-se saber qual € o mais
proximo de um porto q dado. Tratase de uma @nsulta tradiciona em
geoprocessamento, e tem diversas aplicagdes em andlise espada. Quando se dispde do
diagrama de Vorond, a solugéo do poblema cnsiste simplesmente an determinar o
locd corresponcente & pdigono e Vorond que @ntém g. Naturamente, existem
maneiras de resolver este problema sem utilizar o dagrama de Vorona (por exemplo,
andlisar sequencialmente adisténcia entre g e todos os portos p, [JP), mas quando se
pretende redizar um numero razoavel de mnsultas, sobre um conjunto de portos
relativamente estével, construir antedpadamente o dagrama de Vorona pode ser muito
vantgjoso. Um exemplo prético: informar aos usuarios do sistema de transporte aletivo
qual € o porto de parada de 6nibus mais proximo de suaresidéncia ou locd de trabalho.
Outro exemplo: localizar o hidrante mais proximo de um determinado prédio.

Foi demonstrado que, contando com alguma estrutura de indexac® espadal, problemas
como este (denominados genericamente de point location problems: determinar em qual
particdo do plano esta um determinado ponto) podem ser resolvidos enQgogpg.

Uma variacd® deste problema consiste an locdizar os k portos de P mais proximos de
g. Isto é posdvel usando ochamado diagrama de Vorond de ordem k. Conforme foi



apresentado, odiagrama de Vorona tradicional € o dagrama de ordem 1, ousga, cada
paligonoé o lugar geométrico dos portos do dano mais proximos do locd p; do que de
qualquer outro. Analogamente, um diagrama de Vorona de ordem k é formado pa
paligonacs que @nstituem o lugar geométrico dos portos do dano cujos k vizinhos mais
proximos s os locas pi1, Piz2, Pis,--Pik, €M qualquer ordem. Algoritmos para obter tais
diagramas tém complexidade O(n®), e ndo serdo dscutidos agui (para maior
aprofundamento, vidg’rSh88] [Edel87]e [ORou94).

Vizinhos mais proximos. Este problema mnsiste an, dado un conjunto P de locas,
encontrar o locd p; mais préximo de cala locd p; (0 vizinho mais proximo de py)
pertencente aP. Um exemplo prético esta na gerac@® de indicages de “quiosque mais
proximo” para caxas autométicos, de modoainformar os clientes ©bre dternativas em
caso de faha de dgum deles. Outro exemplo €, dado um conjunto de a&opatos
satisfazendo a cetas condcbes (comprimento da pista, instrumentac@® de pouso,
equipamentos de emergéncia), determinar qual € o agopato mais indicado para
rediredonamento dcs pousos em caso de fechamento pa mau tempo e qualquer um
dos aeroportos.

O resultado do poblema éum grafo de proximidade (Figura 1.60), definido como sendo
um grafo em que os nés S0 cslocas e @ arestas S0 dredonadas entre calalocd e seu
vizinho mais préximo. Este grafo poce ser usado para respond com fadlidade a
guestdes como “qual é o locd mais proximo deste” e “que locas 50 mais proximos
deste do que de qualquer outro”. No segundoexemplo, estas questdes sriam traduzidas
como “qual é o agopato mais préximo do Aeropato de Confins’ e “que agopartos
rediredonardo seus pousos para Confins em caso de fechamento”. Observe que este
grafo néo € necessariamente wnexo, e também que & ligagdes entre os ndés ndo sdo
sempre reflexas.

Figura 1.60 - Grafo de proximidade sobre a triangulacdo de Delaunay
da Figura 1.59

Este problema pode ser resolvido em tempo linea a partir da disponibilidade do
diagrama de Vorona. Basta andisar cada aesta definida no dagrama, cdcular a
distancia entre os locas fparados por aquela aesta, e manter os menores valores em
asciacd com cadalocd. Como o nimero de aestas do dagrama € nomaximo, igua
a3n—6 (videsec® 1.1.7.9, otempo recessario para esta andlise €é0(n). Naturalmente,



esta tarefa sera fadlitada pela onstrucédo de uma estrutura de dados adequada @
problema, como a winged-edge (vide sec® 1.2.2. Uma dternativa aesta solucéo é
utilizar a triangulac® de Delaunay, verificendo pra cala vértice de tridngulo
(correspondente aum locd) qual é a aesta de menor comprimento que incide sobre de.
O locd na outra extremidade desta aesta €0 vizinho mais proximo. A validade desta
estratégia decorre do fato de que o grafo de proximidade esta cntido em D(P)
[ORou94]

Maior circulo vazio. Consiste an determinar 0 maior circulo cujo centro pertence a
fedho convexo dcs locas de P e que ndo contém nenhum locd. Foi demonstrado qLe,
caso o centro do circulo sgja interior ao fecho convexo, entédo deve wincidir com um
vértice de Voronad. O centro domaior circulo vazio poce também estar sobre dguma
aresta do fecho convexo, e neste cao0 estara situado no poto médio da aesta,
eqlidistante adais vértices [ORou94. Um agoritmo para resolver este problema a
partir do dagrama de Vorona consiste, patanto, em verificar o raio docirculo definido
sobre cala vértice que rresponce a distancia do eértice aum dos trés locas
eqlidistantes a de. Também deve ser verificado oraio de cala drculo definido com
centro no pomo médio de cala aesta dofedho convexo. Ao final, oresultado € o circulo
de maior raio dentre os verificaddsdural.6l).

Figura 1.61 - Maior circulo vazio

Esta témica pode ser usada para escolher 0 porto de implantacd® de um novo
empreendimento, desde que se faca &gumas hipdteses smplificadoras: (1) a
distribuicdo da dientelapelo territério € uniforme, e (2) é posdvel encontrar espag para
a implantacd® do empreendimento no centro aproximado docirculo vazio. Caso estas
simplificagdes ndo sejam acataveis, torna-se necessario uili zar témicas mais avangadas
para escolher o locd do empreendimento, tais como a determinacd da superficie de
potencial de vendasu semelhante.



Outra situac@® em que este problema se glica eta na escolha de uma deapara a
locdizacd® de uma dividade potenciamente poluidora, em um lugar que sga téo
distante quanto possivel de centros populacionais.

Modelagem Digital de Terrenos. A triangulac@® de Delaunay é muito usada na aiacé
de modelos digitais do terreno (MDT). Na aiac@® de MDT, parte-se an geral de um
conjunto de anostras (pontos cotados) distribuidos de maneirairregular pelo terreno. As
fontes de informacd sdo a restituicdo de fotos aégeas por proces estereoscopico ou
levantamentos topagraficos de canpo. A partir destas amostras desgja-se @nstruir uma
superficie que represente o relevo dolocd. Parais, € aiada umatriangulacé® contida
no fecho convexo dcs portos amostrais, e a superficie é etdo aproximada pelos
tridngul os tridimensionais formados. Como os trés vértices de um tridngulo definem um
plano, esta estratégia eglivale aimaginar que o relevo varia lineamente entre dois
portos cotados conheddaos, o que ésuficiente para amaioria das aplicages. Se o grau
de groximacd olktido réo for satisfatério, pode-se densificar a malha de triangulos,
introduzindo novos pontos.

A partir da triangulac@ (denominada por alguns SIG de TIN - Trianguated Irregular
Network) pode-se prodwzir mapas de arvas de nivel, usando un agoritmo simples.
Basta determinar a intersecd de cala tridngulo com o pano corresponcente a ota da
curvade nivel que se pretende traca . Estaintersecé pocke ser nula (Figura 1.623), poce
ser um porno (Figura 1.62), um segmento de reta (Figura 1.62X) ou mesmo todo o
triangulo (Figura 1.621) [Bour87]. Nos casos em que aintersecé € um segmento, este é
determinado e amazenado para wmpor a airva de nivel. Os outros casos podem ser
ignorados para deito detracalo das curvas. A continuidade de cala airva esta garantida
pelo fato de que os portos extremos do segmento de intersecé entre plano e triangulo
s80 0s mesmos nos triangulos adjacentes.
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(c) intersecdo em um segmento

ao total

insercdo

(d)

1. todos os vértices acima do plano 2. todos os vértices abaixo do plano

3. um dos vértices no plano, os outros
dois acima ou abaixo

4. dois vértices acima e um 5. dois vértices abaixo e um
abaixo do plano acima do plano

6. um vértice no plano, um acima e 7. dois vértices no plano, o terceiro
um abaixo acima ou abaixo

—

8. todos os vértices no plano

Figura 1.62 - Intersecéo entre triangulo e plano



Naturamente, a qualidade do resultado depende da densidade de triangulos — quanto
mais tridngul os, mais refinado serd 0 aspedo da arva gerada, espedamente nas regioes
onde o relevo muda mais bruscamente. Mesmo assm, curvas de nivel tracalas por este
proces tendem a aquirir um aspedo anguloso, powo natural. Assm, é exeautada
uma dapa de pos-processamento, em que a arva ésuavizada por uma spline ou ouro
proces qualquer. Observe-se que € necessrrio (que a suavizacd® ndo dtere &
caaderisticas topdogicas das curvas de nivel, ou sga, as curvas sJavizadas, assm
como as originais, nao podem se interceptar.

Um tipo ce consulta freqlentemente associado com o MDT é adeterminacé da mtado
terreno em um pornto g dado. Isto pock ser feito determinando qual tridngulo contém g, e
fazendo uma interpolacd® linea entre os vértices do tridngulo para obter a wta
procurada. Existem também processos de interpolac@ que utili zam as curvas de nivel
para obter a cota de pontos intermediarios quaisquer.

O mesmo proces descrito para MDT pode ser usado para tratar outras variaveis de
distribuicdo continua e que sdo medidas em pontos discretos, tais como temperatura,
indice pluviométrico ou ruido ambiental.



1.2 Topologia

1.2.1 Conceitos basicos (capitulo da apostila)

1.2.2 A estrutura Winged-Edge

1.2.3 Outras estruturas topologicas - Quad-edge?

1.2.4 Topologia de redes

1.2.5 Aplicacdes

Pesquisas de proximidade an diagramas de Vorona codificados egundo uma winged-
edge!

OBS. Incluir discussio sobre 0 uso de estruturas topdogicas em SG: custo de
manutenc¢ao x custo de geragao, considerando a freqiéncia de uso

1.3 Indexacéo Espacial

Estruturas reativas - Oosterom
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